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1. Funktionen

Darstellung von Funktionen

Wertetabelle

Beispiel: A=
B

Graph

xy-Ebene ist ein Produkt von R mit sich selbst, RxR oder R”.
d.h. {(x,y)| xR,y e R} (Menge aller Paare bzw. Produktmenge.

Wenn A und B endlich sind:
Produktmenge = {(1, A), (1, B), ..., (2, A), ..., (4, Z)}
f=1{(1,A), (2, A),(3,2), 4 X)}

Funktionsvorschrift

x> x?

Schreibweise: f: A — B; x +—> Ausdruck

A ... Urmenge, Menge der Stellen
B ... Bildmenge
Ausdruck ... Funktionsvorschrift

Beispiel:

f:R—>R;2x > x* (= falsche Syntax)

\
2x=y

x=2
2
2
=2
4
2
o
4

V=

flof:id—> 4 id, identisch
fof B> B idg identisch



Eine Funktion g:B — Aund fiir die go f =id , ist, hei}t linksinverse Funktion von f.

Berechnen der inversen Funktion falls die Funktion durch Term gegeben ist.

f:A—> B;x—> F(x)

Ansatz:
y=F(x)
y=T7x-2
y+2="Tx Versuch x auf eine Seite zu bringen

Umkehrfunktion: f 1B 4 Yy yT-'-2

Weitere Bezeichnungen:

f: A— B sei eine beliebige Funktion

Das Bild von f'geschrieben f{4) ist die Funktion definiert als
{b|es gibtein a € Asodass f(a)=>b}.

Es gilt: f(A)c B

f(A)=B - fsurjektiv.

Jede Funktion f: 4 — B induziert eine Relation ~, durch ¢, ~, a, < f, ~ f(av).

Das ist eine Aquivalenzrelation d.h.

a, ~a, Reflexivitit
a, ~a,=a, ~aq Symmetrie
a,~a,Na, ~a, = a, ~ a, Transitivitét

2. Reelle Zahlen

"Antike Def.": Eine reelle Zahl ist eine Proportion von zwei messbaren Grof3en.

Bsp: [ bl =21

"Rechenoperationen" sind in der Regel geometrisch definiert.
Bsp. Addition:

P D
+ — : —
= ! : —

Vermutung: Jede Proportion lésst sich beschreiben als Verhiltnis zweier natiirlicher Zahlen.



Falsch: Das Verhéltnis von Seite und Diagonale eines Quadrats ldsst sich nicht durch Zahlen
ausdriicken.
"irrationale Proportion"

d:s=2
d J2 ist keine rationale Zahl der Form pe’ )
qe
S
Einfiihrung des Dezimalsystems
Def.: Eine Dezimalzahl ist eine endliche Kette von Zeichen aus {0, 1, ..., 9, ., +, -} mit

folgenden syntaktischen Eigenschaften:
[ +|-]Zahlen . Zahlen

1,0 : 3,0 =0,3333... = kein endlicher String

Def. 1: Ein unendlicher String aus einem Alphabet £ (in unserem Fall {0, 1, ..., 9, ., +, -}) ist
eine Zeichenkette die nie abbricht.

Def. 2: Ein String ist eine Funktion N —» X
z.B.: 1,234 wobei
1 2 3 4

) A2)A3)A4)

Def. 3: Eine unendliche Dezimalentwicklung ist ein unendlicher String aus dem Alphabet X
(wie oben), mit den obigen syntaktischen Beschrinkungen.

0,999999... ) )
Problem: mussten die selben reellen Zahlen sein.
1,000000...

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf den unendlichen Dezimalentwicklungen.

a~bsa=b
oder
a endet mit einer unendlichen Folge von 9en,
b endet mit einer unendlichen Folge von Oen
und der Teil vor diesen beiden unendlichen Folgen unterscheidet sich um 1 oder umgekehrt.

z.B.: 0,23999... ~ 0,24000...
- Def: Eine reelle zahl ist eine Aquivalenzklasse von Dezimalentwicklungen.

Beobachtung: Jede Klasse hat entweder ein oder zwei Elemente, d.h. jede reelle Zahl besitzt
entweder eine oder zwei Dezimalentwicklungen.



Darstellung von unendlichen Dezimalentwicklungen am Computer

Periodische Dezimalentwicklung
0,3333333...=0,'3'

d.h. ¥ wird erweitert mit ', was die Periode markiert.
0,23'9
1,’0" : 7,'0" = 0,'142857'

Satz: Jede rationale zahl ldsst sich als periodische Dezmalentwicklung darstellen.
Nichtperiodische Dezimalentwicklungen:

7 =3.14159265358979323846264338328...
a =0,12345678910111213141516171819202122...

V2 =1.41421356237309504880168872421...

o lasst sich endlich beschreiben durch ein kurzes Programm (Algorithmus) dass diese
unendliche Zeichenkette ausdriickt.

Unendliche Dezimalentwicklungen die sich durch eine Turingmaschine (Programm) endlich
beschreiben lassen heiflen gesetzmdBig oder berechenbar.

Wie rechnet man mit diesen reellen Zahlen?
(d.h. Klassen von unendlichen Dezimalentwicklungen)

Bsp.: Addition

nn

Versuch 1: Verschiebe so dass "," untereinanderstehen.
23,147908...

+ 0,053664...

- Die Methode wie bei endlichen Dezimalzahlen "von rechts nach links" ist hier nicht
moglich.

Versuch 2: Abbruch bei n-ter Stelle hinter "," fiirn =1, 2, 3,4, 5, ...

23,1 23,14 23,147 23,1479
+ 0,0 + 0,05 + 0,053 + 0,0536
23,1 23,19 23,200 23,2015

Summe ist 23,2015... = scheint zu funktionieren

Das Ergebnis ergibt sich als Grenzwert einer Folge
a, =23,1; a,=23,19; ..

Grenzwert: %im a,=23,201... (ndheres iiber Grenzwert spéter)

Dieser Versuch zielt darauf ab, eine Turingmaschine "T+" zu konstruieren, die drei Bander
hat. (Zwei Lese- und ein Schreibband). Auf den ersten beiden Bindern werden die Eingaben
(Summanden) geschrieben (durch eine Turingmaschine "TA" und "Tg") und auf das
Ausgabeband das Ergebnis.



Band 1: 0,33333...
Band 2: 0,66666...

Um die erste Ziffer des Resultates zu berechnen miisste "T+" unendlich weit nach rechts
lesen. Wenn die beiden Eingaben wie oben sind kann "T+" die erste Ziffer des Resultats nicht
schreiben. = lésst sich reparieren durch die zusitzliche Ziffer -1.
Bsp.: 0,333332

0,666666

1,0000-1

Def.: Eine reelle Zahl heif3t berechenbar wenn sie sich beliebig genau approximieren lasst,
d.h. es gibt ein Programm, das bei Eingabe n eine (endliche) Dezimalzahl a, ausgibt, so dass

a,—a|<10™".

3. Folgen und Reihen

Def.: Eine Folge von reellen Zahlen ist eine Funktion N > R .

Notation: Ist a:N —> R eine Folge, so schreiben wir a, fiir a(n).

Die Funktion 7+ a, wird geschrieben (a,), .

- Arithmetische Folge: a, =kn+d
(d, d+k, d+2k, ...)
(kn+d),

- Konstante Folge: ¢, =(c,c,c,c,...)

. a
- Geometrische Folge: — = const.
a

a,=aq"; (aq"),
(a, aq, ag?, aq®, ...)

-> Rekursiv definierte Folge: a, =a; a,,, =qa, (rekursive def. der geometrischen Folge)

Fibonecci-Folge: a,=1; a,=1; a,,=a, +a,

n+l

Spezialfall: Iteration von F: a,=a; a,,,= f(a,), wobei f:R—>R

Beilspiel: f:x+> cosx,dh. q,=0; a,, =cosa,

(1; 0,540; 0,858; 0,654; 0,793; 0,791; 0,764; 0,723; 0,750; ...)
Grenzwert: 0,739.
Konvergiert gegen einen Fixpunkt von f. In diesem Fall: cos(0,739)=0,739.

Ein Wert x sodass f(x) = x heilit Fixpunkt von f. Iterationen von Funktionen fiihren zu
Fixpunkten. ,,Attraktive Fixpunkte* x sond solche, bei denen rekursive Folgen a, , = f(a,)
gegen x konvergieren, wenn der Startwert a, in einem Intervall um x liegt.
(,,Attraktionsgebiet*).



Das muss nicht immer so sein:

Beispiel: Iteration f:R — R; x> 4x(1-x)

aozg; an+1:4an(1_an)

Die Folge hat keinen Grenzwert, sondern zeigt chaotisches Verhalten im Intervall
[0,1]. (Intervall [0,1]={xeR|0<x<1})
Die Folge kommt jeder Zahl « €[0,1] unendlich oft beliebig nahe.

Eigenschaften von Folgen

Def.: (a,), heillt monoton steigend (fallend) wenn fiir alle n gilta,,, >a, (a,, <a,).

(a,), heilit streng monoton steigend (fallend) wenn fiir alle n gilt

a,>a, (a, <a,).

n+l

monoton steigend wenn £ >0
monoton fallend wenn £ <0
Beispiel: (k, +d), ist | streng monoton steigend wenn & >0

streng monoton fallend wenn & <0

(a,), heillt nach oben beschrinkt (nach unten beschrénkt) wenn es eine Zahl M gibt
sodass fur alle n gilta, <M (a,=2M).

Beispiel: a,= nt2 ist nach unten durch 0 (a, = nt2 >0)
n+l n+l1
und ist nach oben durch 2 beschrénkt (a, = & +? <2).
n+

Bewels:
n+2<2

n+l
n+2<2(n+l)

n+2<2n+2
0<n

ist richtig fiir allen e N,

Eine Folge heil}t genau dann beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkt ist.

Geometrische Fo

Wichtig: Zuerst M wihlen, unabhingig von n!



Proposition (Sitzchen):
Jede monoton steigende Folge ist nach unten beschrinkt.
Jede monoton fallende Folge ist nach oben beschrinkt.

Eine Folge (a,), heiBit Nullfolge wenn es fiir jedes Intervall [-X|X] um 0 (d.h. £ >0) gilt

dass nur endlich viele Folgeglieder auBerhalb liegen. (Das heif3it die Folge bleibt beliebig nahe
bei 0, konvergiert gegen 0).

Beispiel: a, = 1 ist eine Nullfolge
n

2=10"°
Fast alle Folgeglieder a, liegen im Intervall [-107° |107°], denn
a,>0>-10"°

ansm*@lgo*@nzmﬁ
n

Die Folgeglieder (@,00000> 10000015 ---) Sind alle im Intervall.

Beispiel: (ag"), ist eine Nullfolge wenn |g|<I.
Insbesondere sind Nullfolgen beschrénkt.
Grenzwert

Def 1.: Die Folge(a,), hat den Grenzwert a genau dann, wenn die Folge (a, —a), eine
Nullfolge ist.

Def 2.: (dquivalent dazu): Die Folge (a,), hat den Grenzwert a, wenn fiir jedes Intervall
[a—Z|a+ZX] (Z£>0) gilt, dass nur endlich viele Glieder auBlerhalb liegen.

n+2 hat den Grenzwert 1.

Beispiele: a,=

n+l
a,=0; a,, =cosa, hatden Grenzwert a=0,739...

n

Def.: Sei(a,), eine Folge a € R . Eine reelle Zahl a heiflt Hiufungswert der Folge, wenn
jedes Intervall [a—2|a+X] (£ > 0) unendlich viele Folgeglieder enthélt.

Beispiele: (a(=1)"), besitzt zwei Haufungswerte, ndmlich a und —a.

(a,-a,a,-a,a,...)

((—l)n S 1) besitzt zwei Hiufungswerte, nimlich 1 und -1.
n

(-1; 1,5; -1,33; 1,25; -1,2; 1,17; ...)
Diese Folge besitzt zwei Teilfolgen mit Grenzwert -1, 1.

n



Satz: Sei(a,), eine Folge aeR.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) aist Haufungswert der Folge(a,), .

2) Es existiert eine Teilfolge (b,), = (af(n)) mit Grenzwert a.

Grenzwert Notation

a ist Grenzwert von(a,), .

a=lima, Falls(a,), keinen Grenzwert besitzt, so hat der Ausdruck lima, keinen

n—0 n—»0

Wert.
Rechenregeln fiir den Grenzwert

Addition und Multiplikation von Folgen erfolgt Gliedweise.

(a,),+(b,),=(a,+b,),
(@,),(,), =(a,-b,),

Wenn(a,), und(b,), konvergieren (d.h. es existiert ein Grenzwert) so gilt

lim (a, +b,)= (liman)Jr(limbn)

n—>0 n—>0 n—>0

lim(a, -b, ) = (liman)-(limbn)

Beispiel:  lim™2 = fim[1+——]| = liml+lim—— = 140 = 1
n—o p 41 n—»o n+1 n—»00 n—o p 41
Nebenrechnung: n+2 = n+1+ ! =1 !
n+l n+l n+l n+l

Konvergenzrate ist eine Funktion N : R™ — N so dass fiir alle X, n gilt:
Wenmn n>2N(Z)=a,ela-Z,a+X].

Beispiel:
Wenn z.B. £ =10"°, dann liegen alle Folgeglieder ab N(10”°) in einem 10°-Intervall
um den Grenzwert.
D.h. um den Grenzwert bis auf Genauigkeit 10 zu bestimmen, reicht es das
N(10°)-te Glied auszurechnen.

Folge (lj N(10%=10"°
n n

Grenzwert ist hdchstens 10 von a 1000000 €ntfernt.
—> sehr schlechte Konvergenz.



(a,), :[(l+lj ] Grenzwert e =2,7182...
n

um 4 Stellen berechnen zu kénnen sind 10000 Berechnungen notig.
—> schlechte Konvergenz.

Gute Konvergenz: Geometrische Folge (|¢|<1)

ez e ()

Konvergenzrate: lim (l) =0

n—w\ 2
Fiir Konvergenzrate N :R" — N muss gelten a,,, €[-X, X]
a,e[-Z|Z] firn=N{Z)

(l) >0>-2X%
2

1
n log—
(lj _Lesor zl@rzZ—Z:logzl
2 2" )y log?2 )y
£=10"°
6
N(Z):loglo _ 6 18
log2 0,27
1 .
Wenn N(X) ~ log (Ej (Anm.: ~...proportional)

(d.h. um m Stellen zu berechnen (£ =10"°, N(X) ~ m) braucht man ~, Folgeglieder), so heifit
die Konvergenz linear.

Behauptung: Die Folge a, =0, a,,, =cosa, konvergiert linear.

n+l
Noch schnellere Konvergenz: Quadratische Konvergenz.
Um m Stellen zu berechnen braucht man ca. log m Folgeglieder.

a, +—

Beispiel: a,, = Ta" -> quadratisch konvergierende Folge.

Grof} O- und klein o-Notation
(wichtig fiir Folgen ohne Grenzwert)

Def.: Esseien(a,), und (b,), zwei Folgen reeller Zahlen. Man sagt:

e g, istein O(b,) wenn die Folge [%} beschrankt ist.

n

e g, istein o(b,) wenn die Folge (Z—”] eine Nullfolge ist.

n/n



Beispiele:
e a =(nm+1)(n+2)

b, =n’

2
ﬂ:(n+1)(2n+2):n +32n+2:1+§+£2
b n n non

n

limﬂ =1, insbesondere ist [%j beschrankt.

n—>x0

n n

Dabher ista, ein O(b,) .
- (n+1)(n+2) wichst hochstens quadratisch.

1 2

e a =n-~n=n-n*=n’
_ 2
b, =n

a ng 2—2 _1 1
In 2 3 =p?2= -> Nullfolge

b, n E

Daher ista, ein o(b,).

Proposition:
» Wenna, eino(b,)ist, dann ist es auch einO(b,) .

» Wenna, einO(b,) undb, ein O(c,) ist, dann ist aucha, einO(c,) .

Beweis:

A

al’l bn an

c . |c
Wenn|*|<M,, | <M,,dannist= <M, -M,
n n an
» Wenna, eino(b,) undb, eino(c,)ist, dann ist aucha, eino(c,).
» Wenna, undb, beide O(c, ) sind, dann aucha, + b, bzw. a, —b, .
» Wenna, undb, beideo(c, ) sind, dann aucha, +b bzw. a, —b, .
> n"ist o(n”)falls a <b.
> logn ist o(n).
> n"ist o(2")fiiralle keN.
Beispiel: Laufzeit eines Algorithmus:

Wenn die Eingabe Linge n hat, terminiert der Algorithmus z.B. nach héchstens
5

sin g +log(n)+n® +2" +7 Schritten.

-> einfachere, aber fast genauso informative Aussage:
Die Anzahl der Schritte bis zur Termination ist ein O(2"). (2" wéchst am
stirksten.)



Reihen

Sei(a,), eine Folge.
Wir definieren die folgenden Teilsummen:

Sy =4,
S, =CIO+CI1

S, :a0+a1+a2

Sn+1 = Sn + an+1

n
s, =a,+..+a,=Y.a,
i=0

Jede Folge ist eine Reihe.
Beweis: Sei (b,), eine beliebige Folge.

Definiere(a,), durch a,=5b,, a,=b,-b, ,.
s,=a,+a,+a,+..+a,

=B +B—B+ P~ B +..+b —b =

Dann ist

fundamentales Beispiel:
(an)n:(a'qn)n’ a’qER

s,=) (aq)=a-) ¢
i=0

i=0

_ 2 3 n
S, —a+aq+aq +Clq +...+Clq

q-s,=aq+aq’ +aq’ +..+aq"" rekursive Darstellung

a+q-s,=a+aq+aq’ +..+aq""' =s,,,

n

Die Reihe besitzt einen Grenzwert, falls |g| < 1.
Das ist der Fixpunkt der Funktion x — a+¢gx.

Berechnung des Grenzwerts:

X=a+qx
X—gx=a
x(l-g)=a
a
xX=—-
l—¢
lim Za :Zai > Z(aq’)zi
e\ Jizo i=0 i=0 l-¢g

So=a, S, =a+q-s, -> rekursive Definition der geometrischen Reihe.




Beispiel Achilles
Achilles lduft 10 mal so schnell wie die Schildkrod. Schildkrod hat einen Vorsprung
von 100m.
Distanz bei der Achilles Schildkrod einholt:

100+10+1+L+L+ !

—+
10 100 1000

> S00[ | =19 10 im
< o) 1T
10

Konvergenzkriterien fiir Reihen

e notwendiges Kriterium: falls Reihe konvergiert ist dieses erfiillt.
e hinreichendes Kriterium: falls Kriterium erfiillt, ist Reihe konvergent.

Satz: Essei (a,), eine Folge.

Die Rethe (s,), = (z anj kann nur dann konvergent sein, wenn (a,), eine Nullfolge
i=0

n

ist. (notwendiges Kriterium).

Beispiel:
Geometrische Reihe: Quotientg =1, a=1.

iaqi =ili =i1=1+1+1+...
i=0 i=0 i=0

- Grenzwert existiert nicht, da (1), keine Nullfolge ist.

g=-1, a=1
Dag' = (=) =1-1+1-1+1-...
i=0 i=0

- Grenzwert existiert nicht. (2 Haufungswerte, 0 und 1).

Beispiel einer Nullfolge, deren Reihe der Teilsummen keinen Grenzwert hat.
,,Harmonische Reihe*
1 1 1 1 1 1
@~ S, Z,l ;l ottt
Beweis: Abschitzung durch eine andere Reihe:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+—+—+

l+—+—+ —+—F+—+—+—+ ittt
2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1P 111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+—F+—+—

2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16 32

T 1 1 1

2 2 2 2

I 1 1 1



Satz: Essei (a,), eine Folge. Wenn zwei reelle Zahlen a,q < 1 existieren, so dass |an| <aq"

fiir alle n, dann konvergiert die Reihe Zai .
i=0
Beweis:
Idee: Die Reihe ist ,.kleiner als eine geometrische Reihe. Von der geometrischen

Reihe weil3 man dass ein Grenzwert existiert.
Beispiel.:

> 1 iy .1
Grenzwert Z— existiert weil <1
i=1 Zl °1 2” ‘n ;

(%) . (hinreichendes Kriterium)

—_—
g<l1

Zweites hinreichendes Kriterium:

Satz: Essei (a,), eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe
Y (-Va=a-a,+a,—a,+...
i=1
Beispiel:
1
(an )n =
n
Z(—l)l S TS L N N
P i 2 3 45
Grenzwert existiert:
4
1
+ZQ
_1 —t t 0
X
-3 /
-1
Beweis:

Das Intervall zwischen s, und s,,, enthdlt alle nachfolgenden Teilsummen. Die Lange
des Intervalls ist a,,, und das ist eine Nullfolge.

Folgen von Elementen im R*. D.h. Paare (a,,b,), (a,,b,), (a;,b,),... oder Punkte in der Ebene.
Irgendwo in der Ebene gibt es eine Haufungsstelle 2 Grenzwert.

Def.: Folge ((an,bn ))n von Elementen inR* heiBt beschriinkt wenn es eine Zahl M gibt so

dass fiir alle n gilt —M <a, <M und —M <b, < M . (quadratisches Kastl).



Def 1.: Ein Element (a,b) ist Grenzwert der Folge ((a,,b,)) wenn es fiir jedes X > 0 einen

Index N gibt so dass alle nachkommenden Folgeglieder (a,,,,b,,,) in einer X -
Umgebung von (a,b) liegen. (In einem Kreis mit Mittelpunkt (a,b) und Radius X .

Def 2.: Eine Folge ((a b ))n ist konvergent wenn die Folgen(a,), und (b,), beide

n>=n

konvergent sind. In diesem Fall gilt lim(a,,b,) = (lim a,,lim bn) :

4. Stetigkeit

A

/\A\

GW =fGW)

> - stetige Funktion

AGW)

—
/UGW

\/

> —> unstetige Funktion
Weg-Zeit-Funktionen sind immer stetig.

Def.: Essei f:R — R eine Funktion.

Dann heif3t f'stetig wenn fiir jede konvergente Folge (a,), gilt die Folge der
Funktionswerte ( f(a,)) ist ebenfalls konvergent, und lim f'(a,) = f (lim a, )

n

(Limesanwendung und Funktion werden vertauscht.)

Vorteil dieser Definition gegen iiber ,,zeichnen ohne abzusetzen®: Sie ldsst sich
verallgemeinern auf Funktionen f:R*> — R, bzw. R* - R*, bzw. R” - R".

Def.: Eine Funktion f:R" — R" heift stetig wenn fiir jede konvergente Folge

(a,....a, ), im R" die Folge der Funktionswerte ( f (al’n,...,am’l.)) konvergiert und

i
lim £(a,,.+,a,,,), = £ (lim(@,,..a,,,))
i—0 i—o0



Beispiel:
plus R> >R, (a,b)>a+b - stetig
mal R’ >R, (a,b)>ab - stetig

Beweis:
Grenzwertsétze fiir + und *.
lim(a, +b,)=lima, +1limb, analog flr *.
n—>0 n—o0 n—o
Satz: Die Komposition von zwei stetigen Funktionen ist stetig. D.h. wenn f:R — R stetig
und g:R — R stetig, dann ist auch fog:R — R stetig.

Folgerung:
Alle Polynomfunktionen (Kompositionen von + und *) sind stetig.
Polynomfunktion:

-1
x> ax +a,x +..+a,

a,...,a Koeffizientene R .

r

Beispiel: -1 X" +4x -5

Weitere wichtige stetige Funktionen:
exp, :R>R; x—>a'
log, :R" > R; x> log, x (Die eindeutig bestimmte Zahl y sodass a” =x.)
sin:R—>R; xr>sinx
cos:R—>R; x> cosx

T
tan: [——,— > R; x>tanx
} 2 2[

Mittelwertsatz:
Essei f:[a,b] > R stetig. Es seien f(a)#0 und f(b)# 0 von unterschiedlichen

Vorzeichen. (D.h. f(a)<0, f(b)>0 oder umgekehrt.) Dann existiert eine Nullstelle
cela,b] und f(c)=0.

A

f(b)

v

a Nullstelle b

fla)

Da der Funktionsgraph ohne absetzen gezeichnet werden kann, muss die x-Achse
irgendwann gekreuzt werden. Kreuzungspunkt = Nullstelle.



Verfahren zum Auffinden der Nullstelle:  (Bisektionsverfahren) (vgl. Bindres suchen)
e Untersuche das Vorzeichen des Funktionswerts beim Mittelpunkt des Intervalls
der Definitionsmenge.
e Falls 0: Nullstelle gefunden.
e Falls +/- schrianke die Suche auf den linken/rechten Teil des Intervalls ein bei
dem der Vorzeichenwechsel passiert.

Wie schnell konvergiert dieses Verfahren?

Nach n Schritten ist der Suchraum ein Intervall der Lénge
D.h. N(b_aj—n ba_y

2)1
b—aj _b-a

n

(N (2) =log,

n=log (b a
2
z

Um #n Stellen zu kennen, sind O(n) (Operationen) Iterationen
auszufiihren.

j - lineare Konvergenz.

Maximumsatz:
Essei f:[a,b] > R eine stetige Funktion. Dann existiert einc €[a,b] sodass

f(c)= f(x) fiir alle x €[a,b].

A

v

a ¢ b

Fiir unstetige Funktionen muss der Maximumsatz nicht funktionieren.
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1
701> R;  f(x)= T falls x # 0

O0fallsx=0

Erweiterung des Definitionsbereichs von stetigen Funktionen
Es sei ]a,b[ ein Intervall, ]a,b[ ={x|a<x<b}.
Weiters sei f:|a,b[ > R eine stetige Funktion.

Angenommen, fiir jede Folge(a,), mit a, € |a,b[ und  lima, =a  konvergiert

n—>0

Grenzwert ist Randpunkt
(f(a,)),  und der Grenzwert ist immer die selbe Zahl c.

%/_/
Folge der Funktionswerte

Dann ldsst sich f auf den Randpunkt fortsetzen:

]} '[a b[ R j_‘(x) _ f(x) fallsx e ]a,b[
b2 f;:ge& Y ’ cfallsx=a
Beispiel:

2 —
FiooR x> )
x—1

Folge a, =1+l
n

1 n n’ n
I+—-1
n n
n*+2n+1-n")n
| : )n_ 2n+l S 2t
n n o p -
- x -1
c=2 f(x)=7x-1 falls x>1 -> stetig.
2 fallsx=1
Bemerkung:
2_ —
X 1:(x 1)(x+1):x+1
x—1 x—1 -

Analog spricht man von stetigen Fortsetzungen von Funktionen auf den rechten Randpunkt
bzw. auf den fehlenden Punkt @ im Definitionsbereich D =R —{a} .



Beispiel:

2

[ R-{I} >R, x> al ist fir x e R—{1} definiert und lasst sich auf x = 1 stetig

fortsetzen.

Def.: Wenn f:D, - R stetig und ]7”:D1 — R sodass D, ¢ D, und fdie Einschrinkung

von }’ auf D, ist, und }’ stetig, so heiBt} eine stetige Fortsetzung von f auf D, .
Satz: Falls D, =R-{a}, D, =R, dann gibt es hochstens eine stetige Fortsetzung.

Beispiel:
Stetige Funktion, die sich nicht fortsetzen lésst:

f:R—{O}—)R;le
X

10

-10 +

Zusammenstiickeln von stetigen Funktionen aus Funktionen die auf Intervallen definiert
sind

Es seien a =a, <a, <a, <..<a, =b Zahlen, die das Intervall [a,b] in Teilintervalle
unterteilen. [a,b]=[a,,a,]V[a,,a,]V...U]a,,a,].

Weiters seien f;:[a,,a,,,] > R stetig (i =1,..,n—1).

AuBerdem gelte f(a,,)= f.,(a,,) (= Randpunkte stimmen {iberein)

Dann ist die Splinefunktion f durch Zusammenstiickeln der f, definiert wie folgt:

f(x)=f(x), fallsx e [ai,am] .

Die Funktion ist stetig.



v

a=a, a, a, a,
| |_ xﬁirxe[O,oo[

| —x fiirx e |-, 0]
5. Differentialrechnung

Es sei f'eine Zeit-Weg-Funktion.

A bewegt sich von Punkt p, nach p,.Zum Zeitpunkt f befindet sich 4 im Punkt £{¢).
f(to) = Do> f(tl) =D

A

-

Pot

v

t t L, ot
Wie grof} ist die Geschwindigkeit von 4 zum Zeitpunkt ¢?

Durchschnittliche Geschwindigkeit zwischen Zeitpunkt ¢, und ¢, ?

zuriickgelegter Weg  f(2,)— f(¢;)
verstrichene Zeit t,—t,

Was ist aber die augenblickliche Geschwindigkeit?

Idee: Berechne die augenblickliche Geschwindigkeit als Grenzwert:

f[r+;]—f(r>
lim

H—3o0 ( 1)
t+— |—t
n

Geometrischer Zugang:
f:R —> R sei eine Funktion.

xeR




T ... Tangente an Graph im Punkt p.

P,
T
-
' T p=(nfw)
Grenzwert-Konstruktion:
(7, fx)
Sx) - Ax)
(x, fx))
— x'-x
Steigung von G = M
x'—x

Wenn x' in einer Folge gegen x konvergiert, dann konvergiert die so konstruierte
Gerade G gegen die Tangente 7.

Def.: Essei f:R — R eine stetige Funktion. x e R.
VACD P C))
y—x

Wenn die Funktion F :R—-{x} > R; yr— stetig fortsetzbar auf ganz

R ist, insbesondere auf x = y, dann heif3t f im Punkt differenzierbar und der Wert an
der Stelle x, F (y) = limM

yox y —X

heit Ableitung von f'bei x.

Gebriuchliche Notationen:

e Ableitung von fbei x: /A .
dx
e Wenn f'bei jedem Punkt x differenzierbar ist dann bezeichnet man die Funktion

x — Ableitung von f bei x als f'.

Beispiel 1:
fix—>x", neN.
im? = i @R Y e y e )
yoxy—Xx yox y—x

n-=2

= lim(Q"" + X" X"
yox

n—1

F.(y)=y"+.+x

) =F.(x)=x""+...+x"" =nmx""



Beispiel 2:
exp:R>R; x> e

Folge die gegen x konvergiert: (y,), =x+ 1 .
n

1 1 1
X+— =

e’ —e* e "—¢ e'e" —e e" —1

lim = lm——— = lim = lime* = ¢ lim

yox y—x yox 1 n—o n—»o

1
X+——Xx —
n n

I |~

Die numerische Berechnung zeigt:
1
.oe—1
lim ¢ =1

n—0

1
n

X

2> expR>R;, xe.
Beispiel 3:
In:R*" > R; x> Inx=log,(x); xeR’

Berechne den Grenzwert: limM .
yox y —-X

von x nicht abhingig

Folge, die gegen x konvergiert: y, = ><—Z . In diesem Fall ist eine Folge mit Produkt

1
besser: y, =x(1+—)= X+
n n
1 1
ln[x(HD—lnx lnx+ln(l+j—lnx
lim lim = lim
n—»o X n—» X n—o
X+-—x —
n n
In 1+l In 1+l
. 1 n . n 1
= lim|l————%| = —-lim——% = —
n—>oo x 1 xx—)oo l 1
n n
2> In":R" > R; x|—>l.
X

Rechenregeln fiir Ableitung

ln(1+1j
_\_nj
X

n

e Wenn f,g:R — R differenzierbar, dann ist auch 2:R > R, A(x) = f(x)+ g(x)

(Summenfunktion) differenzierbar, und es gilt #'(x) = f'(x)+ g'(x).

o fdifferenzierbar, 1 € R. h(x)=Af(x) differenzierbar, 4'(x)=Af"(x).

- Differenzieren ist , linear.

Beispiel:



f(x)=7x+14x—-2x+5
(x")'=nx""
(x)'=3x", (x*)'=2x,(x)'=1x"=1,(5)'=0
f'(x)=21x> +28x—2 (2 Summe der Teilfunktionen (7x°)'=21x’, (14x°)'=28x,...)
Produktregel:
h(x) = f(x)-g(x)
h'(x) = f'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

Beweis:
fdifferenzierbar 2 f(y)— f(x)=(y—-x)F.(y)
g differenzierbar 2 g(y)—g(x)=(y—x)G, ()

J'(x)=F.(x)
g'(x)=G.(x)

h(y)-H(x) = f(g(»)-f(x)gx) =
= (fO)+(-0F0))(gx)+(y-xG,(»)- f(x)gx) =
= f(®)EX)+(y—-x)Egx)+(y—-x)G,(»)f(x)+(y—x)F.(»G.(»)- f(0gx) =

= y—x(F.()gx)+G.(f()+(y-x)F.(»G.(») = (y-x)H/(y)

H ()

h'(x)=H,(x)=F,(x)g(x)+ G, (x) f(x)+(x-x0)F ()G, (x) =

= 0@+ () ()]
Quotientenregel:
Esseien f,g:R — R differenzierbar, x € R, g(x)#0.
Dann ist A(x) AC] bei x differenzierbar, und |/'(x) = S (g =] gx)g ()
g(x) ( g( x))
Kettenregel:

Esseien f,g:R — R differenzierbar.
Dannist = fog:R—>R, h(x)=f(g(x)) wieder differenzierbar und
h'(x)=f'(g(x))g'(x)|
Beispiel:

fR"5R;, xx” aeR

1
Fiir reelle o ist ()" nur fiir positive Zahlen definiert. ((~1)2 = J—1 ist nicht

definiert.)



Inx* =alnx / exp auf beiden Seiten

a Inx* aln)
X :e( x)

X =e

g(x)=alnx
exp(x)=e" daher x* = exp o g(x) = exp(g(x))

f@ = ewl(gW)g@ = epg@)ar = va— -

-1 a-1

a -1 a
= X ax = ax X = ax
—
gleiches Ergebnis
fiir allgemeine «.

Beispiele aus den eingangs erwihnten Anschauungen fiir Ableitung

e Tangente an Kreis

.10

1)

»
>

-1 0o ¥ 1
Halbkreis ist Graph der Funktion f: [—1,1] S>R; xVl-x7.

(Pythagoras x° + (f(x))2 =1, daher f(x) =+1-x".)

Kettenregel: f(x)=goh=g(h(x)) mit g(x)= Jx=x2
h(x)=1-x"

v




Steigung: —
I-x

Gerade T: y=—

o
<

Gleichung der Kreistangente an (u, 1—-u’ ) :

u 2 —u
y=————x+Vl-u" - u
V1-u’ 1-u’

e Weg-Zeit-Funktion fiir ein Teilchen im freien Fall
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird Korper 4 losgelassen und bewegt sich im freien Fall
nach unten. f{7) ist die zuriickgelegte Entfernung zur Zeit ¢.

Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t:

Geschwindigkeitsdifferenz v(t) w = const.
Erdbeschleunigung a =9,81m/ s’
v()-0

a, v(t)=at
t

Suchen:
Funktion f mit f'(¢) = at (“Stammfunktion®).

"
dr
dt

n-f"! n=2

2t

f(@)= %tz erfiillt das. Die Funktion beschreibt tatsdchlich die Weg-

Zeit-Abhdngigkeit im freien Fall.



