1 Einleitung

Die Analysis ist die Theorie der reellen und komplexen Abbildungen und Funk-
tionen, ihrer Darstellung, ihrer Eigenschaften und Beziehungen zueinander. Die
der Analysis zugrunde liegenden Objekte sind reelle Zahlen. Eine positive
reelle Zahl wird dargestellt als eine Folge von Ziffern 0,1,...,9 mit einem
Dezimalpunkt (ein Dezimalbruch). Wir unterscheiden zwischen abbrechenden
Dezimalbriichen wie 23.495 oder 0.001 und nichtabbrechenden Dezimalbriichen
wie
3.1415926535897932385 . . .

Die Punkte sollen andeuten, dafl die Dezimalbruchdarstellung dieser Zahl nicht
abbricht (wenngleich hier nicht klar ist, wie es weiter gehen soll). Unter den
reellen Zahlen, deren Darstellung nicht abbricht, gibt es die periodischen wie

32.159768768768768 . . .

Wieder sollen die Punkte andeuten, dafl es immer so weiter geht, und hier wissen
wir wie. Wir schreiben 32.159768 fiir diese reelle Zahl mit periodischer Dezimal-
bruchentwicklung. Natiirlich verwenden wir die bekannten Kurzschreibweisen.
Wir lassen fiihrende oder abschlieBende Nullen weg wie in 00035.1230000 =
35.123 und schreiben 48 anstatt 48.000, i.e., wir unterdriicken den Dezimalpunkt
bei ganzen Zahlen. Negative reelle Zahlen entstehen aus positiven durch Vo-
ranstellen eines Minus-Zeichens, eine reelle Zahl ist entweder eine positive oder
eine negative reelle Zahl oder 0.

Rationale Zahlen sind solche reelle Zahlen, deren Dazimalbruchentwicklung
abbricht, oder aber periodisch ist. Die, deren Darstellung weder abbricht noch
periodisch ist, heiflen irrational. In dieser Sichtweise ist die Existenz irrationaler
Zahlen offensichtlich.

Die grundlegenden mit reellen Zahlen ausfiihrbaren Manipulationen (das
Rechnen) sind Addieren, Multiplizieren und der Gréfienvergleich. Addition und
Multiplikation geschieht mit Hilfe von in der Grundschule geiibten Algorith-
men, bei deren Aufruf einfache Ziffernoperationen mit den Daten der Dezimal-
bruchdarstellungen der beteiligten reellen Zahlen ausgefithrt werden. Auch der
Groflenvergleich (die Anordnung) zweier reeller Zahlen geschieht durch Inspek-
tion der Ziffern.

Eine Eigenheit der Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen ist es, nicht ein-
deutig zu sein. Zum Beispiel sind die beiden Zahlen 0.9 und 1 gleich. Das
bedeutet, die beiden Dezimalbriiche stellen dieselbe reelle Zahl dar. Das sieht
man so. Wir geben der durch 0.9 dargestellten Zahl einen Namen

x =10.9999...
Multiplizieren mit 10 ergibt
10z = 9.9999. ..
Subtraktion der ersten von der zweiten Zeile gibt
92 =9.000...

und daraus folgt x = 1.



Analog konstruierte Beispiele liegen auf der Hand. Diese Mehrdeutigkeit
ist harmlos und eliminierbar durch Beschrankung auf nichtabbrechende Dezi-
malzahlen.

Die Festlegung auf die Grundzahl 10 in der Dezimaldarstellung ist nicht
wesentlich. Man kann reelle Zahlen auch in jeder anderen Basis b > 2 darstellen,
man spricht dann von einem b-adischen Bruch. Dariiberhinaus gibt es noch
ganzlich andere Darstellungen reeller Zahlen.

Fiir die Analysis ist nun die spezielle Art der Darstellung bedeutungslos,
allein die Beziehungen der Zahlen untereinander, ihr Verhalten bei arithmetis-
chen Operationen etc. sind wesentlich. Um einen exakten, von allen Eigenheiten
verschiedener Darstellungen freien Begriff von ‘reellen Zahlen’ zu haben, werden
ihre grundlegeneden Eigenschaften in den folgenden Axiomen festgehalten.

2 Reelle Zahlen

2.1 Addition, Multiplikation, Ordnung

Definition 1. Die Gesamtheit aller reellen Zahlen bildet eine Menge R, auf
der zwei Verkniipfungen (Addition, Multiplikation) sowie eine Ordnungsrelation
(<) gegeben sind, so, dafi folgende Axziome gelten:

(1) (x+y)+z = x+(y+2)
(2) r+y = y+zx

(3) Jovz (x40 = «x)

(4) Vedy (x+y = 0)

(5) (y)r = a(y)

(6) ry = yx

(7) Jd1 #0Vz (1 = «x)

(s) Vo £ 03y oy = 1)

(9) 2y +7) = oyt
(10) z<y V y<u
(11) r<yANy<z = zx<z
(12) r<yAy<z = z=y
(13) r<y = z4+z<y+z
(14) 0<zAN0<y = 0<uzy

In den Formeln bezeichnen =z, y, 2z beliebige Elemente von R. Das Element 0 in
Axiom (3) ist durch ebendieses Axiom eindeutig bestimmt, sodafl es in Axiom
(4) angesprochen werden kann. Das gleiche gilt fiir Axiome (7)(8).

Das nach (4) zu z existierende y mit = + y = 0 ist eindeutig bestimmt und
wird mit —z bezeichnet. Das nach (8) zu = # 0 existierende y mit xy = 1 ist
eindeutig bestimmt und wird mit z =1 bezeichnet. z — y steht fiir z + (—y), und
% (falls y # 0) fiir 2y~!. Die Relation x < y steht fiir z <y Ax # y, x > y fiir
y < z und x > y bedeutet y < x. Reelle Zahlen z > 0 heiflen positiv, jene mit
x > 0 nichtnegativ. Analog: = < 0 negativ, x < 0 nichtpositiv.

Aus den Axiomen (1) - (14) folgt eine Fiille von einfach zu verifizierenden
Rechenregeln.

Proposition 1. (Konsequenzen aus (1) - (14)).
1. 0z =0



2. a(—y) = (—2)y = —(zy)

3. (—z)(—y) ==y

4. 2y=0 = z=0Vy=0
5oty =40y (w#0)

6. L4 % =T (yu #0)

7 x<y & x<yVzr=y
S.x<y = z+z<y+z

9. 2>0ANy>0 = zy>0

10. x<yAha<b = z+a<y+bd
11. z<yANa<b = xz4+a<y+b
12. 2<yNz>20 = zz<yz

1. c<yNz>0 = zz<yz

14. 2<yNz<0 = zz2>yz

15, z<yNz<0 = zz>yz

Die gewohnten Regeln fiir das Rechnen sind so herleitbar. Elemente der Form
14+14---+1 nennt man natiirliche Zahlen, ihre Gesamtheit, die Menge der
natiirlichen Zahlen bezeichnet man mit N. Wir verabreden, die Zahl 0 zu den
natiirlichen Zahlen zu rechnen, es gilt also 0 € N. Natiirliche Zahlen und deren
Negative nennt man ganzen Zahlen, die Menge aller ganzen Zahlen ist also
Z=NU-N={.--/-2-1,0,1,2,...}. Die Menge aller rationalen Zahlen ist

k
Qz{—“@néZ/\n;ﬁO}.
n
Esgilt NCZ C QCR. Fiir a,b € R sind
(a,b) = {zeRja<z<b}
[a,b] = {z€eR|a<z<b}

das offene bzw abgeschlossene Intervall (mit Randpunkten a und b). Desgleichen
gibt es die halboffenen Intervalle [a,b) und (a,b]. Summe und Produkt endlich
vieler Zahlen sind rekursiv definiert.

Definition 2. FEs seien xq, 1,2, ... reelle Zahlen.
0 L n+1 L n
Zi:O Tii = X0. Zi:o €T = Zi:O x; + Tn41
0 L n+1 L n
[Ticozii=z0. [[iZg zir= 1Lz @i - Tnta
Hier bezeichnet ‘n’ eine natiirliche Zahl. Allgemeiner setzt man

1 1
inzxk—im--—&—xl und Hwi:mk---xl (falls k <1).
i=k i=k

Potenzen sind iterierte Produkte der konstanten Folge z; = a:



Definition 3. Es seia € R.
a®:=1. FirneN sei a"! := a™a.
a#0AneENAR<O = a":=(a"1)™

Die beiden Bedeutungen des Symbols a~! (einmal als Inverses von a, dann als
(—1)-te Potenz von a) sind gleich.
Aus Proposition 1 folgt, dafl man endlich viele Ungleichungen addieren kann.

n n
r, <y Vi=0...n = le SZyi
i=0 i=0
und falls auch nur eine der in der Voraussetzung genannten Ungleichungen scharf
ist (@, < yi,) dann auch die Summe (3" jz; < >0 (Y-
Definition 4. Der Betrag einer reellen Zahl x ist

|x|:{x ...z >0
—x o <0

Proposition 2. (Eigenschaften der Betragsfunktion).
|| >0, und |[z] =0 2 =0
|z +y| <[] + [y
lzyl = |=[ly]
] = [yll < |z =yl

Die unter Punkt 2. genannte Eigenschaft hat den Namen Dreiecksungle-
ichung. Sie wird uns spiter wiederbegegnen. Fiir die Ebene R? besagt sie
dann, dal die Summe zweier Seitenlédngen eines Dreiecks nicht kleiner sein kann
als die Lange der dritten Seite.

Aus der Definition der natiirlichen Zahlen ergibt sich unmittelbar das Prinzip
der Induktion.!

Proposition 3. (Induktion). Es sei X eine Menge. Wenn
e 0 X und
eneNneX = n+1leX)dann gilt NC X.

1Eigentlich braucht man die Menge N in der Analysis nicht zu definieren. Natiirliche
Zahlen sind so etwas Grundlegendes, dafl es eigenartig erscheint, sie im Rahmen der Theorie
der reellen Zahlen definieren zu wollen, dafl man also zuerst das komplizierte Gebilde R kon-
struiert, und danach ‘natiirliche Zahl’ als spezielles Element von R. Auch braucht man, um
iiber R verniinftig reden zu kénnen, so etwas wie durch natiirliche Zahlen indizierte Objekte
(zo,x1,2,...). Man sollte natiierliche Zahlen als etwas absolut Evidentes ansehen, oder sie
im Rahmen einer umfassenden Mengenlehre tatsdchlich definieren, wie man das mag. Wie
elementar natiirliche Zahlen auch erscheinen mégen, unter ihren Eigenschaften gibt es beliebig
komplizierte, die Zahlentheorie oder auch die Theorie formaler Sprachen zeigt uns das.

Es ist sinnvoller zu sagen, dafl durch unsere ‘Definition’ von N eine Kopie der Menge der
natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R wiedergefunden wird, mit allen ihren Eigenschaften.
Das Induktionsprinzip - als eine wesentliche Eigenschaft von N ist dann nichts, was noch
bewiesen werden miifite



Die Gesetze (1) bis (14) zeichnen die Menge der reellen Zahlen mit den Op-
erationen ‘Addition’ und ‘Multiplikation’ als einen geordneten Korper aus.
Sie werden auch von der Teilmenge Q C R der rationalen Zahlen erfillt, re-
ichen also nicht aus, um R eindeutig zu charakterisieren. Ein vollstandiges (i.e.
ein R charakterisierendes) System von Axiomen entsteht aus (1) - (14) durch

Hinzunahme des sogenannten Vollstdndigkeitsaxioms welches im Abschnitt
2.2 behandelt wird.

2.2 Vollstandigkeit

Wir benétigen einige exakte Sprechweisen.

Definition 5. Fs sei X C R, s € R.

~

. 8 ist eine obere Schranke von X wenn Vo € X (z < s)

2. s ist eine untere Schranke von X wenn Vz € X (z > s)

3. s ist grof3tes Element von X wenn s obere Schranke von X und s € X.
4

. s ist kleinstes Element von X wenn s untere Schranke von X und
se X.

&

. X heifit (nach) oben beschrankt, wenn es eine obere Schranke von X gibt.

D

. X ist (nach) unten beschrankt, wenn es eine untere Schranke von X gibt.

<

. X heifst beschrankt, wenn X oben und unten beschrdinkt ist.

Fiir a < b ist a eine untere Schranke (aber nicht kleinstes Element) von (a,b),
ebenso ist a—1 eine untere Schranke; b ist obere Schranke von (a, b) (jedoch nicht
grofites Element). a ist kleinstes und b grofites Element des abgeschlossenen
Intervalls [a,b]. {1 | n € NAn > 0} hat 0 zur unteren Schranke und 1 als
grofites Element. Ein grofites Element einer Menge X ist, falls es existiert,
eindeutig bestimmt; man spricht dann von dem grofiten Element von X, oder
auch vom Maximum von X, symbolisch max X oder max,¢cx z. Dasselbe gilt
fir das kleinste Element, min X = min,cx .

Wenngleich a nicht kleinstes Element von (a,b) sein kann (ein offenes Inter-
vall hat so etwas nicht), so ist es doch nicht méglich, eine untere Schranke von
(a,b) anzugeben, die grofler ist als a. Die reelle Zahl a ist grofites Element der
Menge aller unteren Schranken von (a, b).

Definition 6. Es sei X C R. Das grofite Element der Menge aller unteren
Schranken (die grofite untere Schranke) von X heifst Infimum von X. Das
kleinste Element der Menge aller oberen Schranken von X heiffit Supremum
von X.

Natiirlich mufi X oben beschrankt sein, um féhig zu sein, ein Supremum zu
haben. Wenn es existiert, ist es - als kleinstes Element der Menge {s € R | Vx €
X(z < s)} - eindeutig bestimmt. Wir schreiben sup X oder sup,¢x = fir X’s
Supremum, so es existiert. Analog,

inf X = in)f( z = groefites Element {u € R |Vz € X (u < x)}.
S



Klarerweise ist fiir eine Menge X mit grofitem Element max X auch eine obere
Schranke von X und zwar die kleinstmogliche, also max X = sup X. Genauso:
min X = inf X (so X ein Minimum hat).

Haben beschrankte Teilmengen von R immer ein Supremum und Infimum?
Mit Hilfe der Axiome (1) - (14) allein ist diese Frage nicht entscheidbar. Auch
die rationelen Zahlen erfiillen (1) - (14), - man sagt, Q sei ein Modell dieses Ax-
iomensystems - und die Menge {z € Q | 2% < 2} ist zwar beschriinkt, doch gibt
es in Q keine Objekte, die Infimum oder Supremum dieser Menge sein kénnten,
die Trrationalitit von /2 verhindert das. Vielleicht noch merkwirdiger, dafl in
Q die Menge {% | n € NAn > 0} zwar 0 zum Infimum hat, wir das aus den
Axiomen (1) - (14) aber nicht ableiten konnen; es gibt noch weitere Modelle, in
denen das gerade nicht gilt.

Ein ansehnlichen Anteil aller Menschen stimmt jedenfalls darin iiberein, was
reelle Zahlen leisten sollen, das Studium moglichen Realisierungen von R weist
hier den Weg. Man will einfach, da3 beschrankte Mengen kleinste obere und
grofite untere Schranken haben, die ‘Locher’ in den rationalen Zahlen sollen in
R verschwunden sein. Wir fordern also fiir R folgendes Gesetz:

Definition 7 (Axiom (15)). Jede nichtleere oben beschrinkte Teilmenge der
reellen Zahlen hat ein Supremum.

Man sagt, R sei vollstandig (genauer ordnungsvollstindig), und spricht Axiom
(15) als (eine modgliche Formulierung der) Vollstandigkeit, als Vollstédndigkeitsaxiom
an. Damit sind die oben genannten Eigenarten aus der Welt, {z € Q | 22 < 2}
hat jetzt ein Supremum (3v2 € R). Ebenso gilt 0 = inf{1 | n € NAn > 0}.

Satz 1. (Archimedisches Prinzip). Zu jeder reellen Zahl gibt es eine grifiere
natirliche.

Proof. Angenommen, das ist falsch, es gibt also eine reelle Zahl = zu der es keine
natiirliche Zahl gibt, die groffer ist als z. Das heifit dann, dass alle natiirlichen
Zahlen kleiner oder gleich = sein miissen, daf§ also = eine obere Schranke von
N C Rist. Nach Axiom (15) mufl N dann ein Supremum in R haben, s = sup N.
Das heifit, Vn € N (n < s), und keine Zahl, die kleiner ist als s ist noch eine
obere Schranke von N. Nun, s — 1 < s, also ist s — 1 nicht obere Schranke von
N, und das bedeutet, daf nicht jedes n € N kleiner oder gleich s — 1 sein kann.
Es gibt also ein n € N mit n > s — 1. Proposition 1 Punkt 8. zeigt dann, daf}
n + 1> s. Das kann nicht sein, da doch s obere Schranke von N war. Il

Die obige Uberlegung ist, was man einen indirekten Beweis nennt; man
nimmt die Negation von dem an, was man zeigen mochte, und leitet aus dieser
Annahme und den Verhéltnissen, die man in der Situation noch kennt (hier
den Axiome (1) - (15)) einen Widersruch her. Indirekte Beweise haben zentrale
Bedeutung, wenn man wie hier, zeigen will, daf§ es etwas nicht gibt (eine obere
Schranke von N).

Korollar 1. z,y € R, y >0 = In € N mit ny > z.
Proof. Nach Satz 1 gibt es ein n € N mit n > 2y~!. Daraus folgt ny > z. O

Eine geometrische Interpretation dazu wére: Durch Aneinanderreihung von
endlich vielen Strecken gleicher positiven Lange (y), kann man, mag diese auch
noch so klein sein, jeden Punkt () auf der reellen Geraden iibertreffen.

Das Archimedische Prinzip hat noch eine weitere Formulierung



Korollar 2. >0 = 3dneN (L <a).

Jetzt sollte klar sein, daf tatséchlich 0 = inf{2 | n € NAn > 0}. Natiirlich gilt
auch eine duale Version der Vollstandigkeit.

Korollar 3. Jede nichtleere, unten beschrinkte Teilmenge von R hat ein Infi-
mum.

Wir kénnen nun die Existenz in R von Quadratwurzeln reeller Zahlen beweisen.
Satz 2. Va >0 3s € R mit s? = a.

Proof. Die Zahlen 0 und 1 sind jeweils ihre eigene Quadratwurzel; sei also a
verschieden von 0 und 1, und S = {x € R | 22 < a}. Zuerst zeigen wir, daf
S oben beschrankt ist. Damit hat S ein Supremum, von dem wir dann zeigen,
daf sein Quadrat gleich a ist.

e S ist nach oben beschrankt:

Sei zuerst a > 1. Fiir ein beliebiges = € S gilt dann entweder x < 1 und
somit auch x < a, oder aber 1 < z, woraus z < 2% < a folgt; jedenfalls
gilt < a, also ist a eine obere Schranke von S.

Im Falle, dal 0 < a < 1, sind alle z € S kleiner als 1. Denn aus = €
S Az >1folgt 2 > x > 1 und somit 1 < 22 < a < 1, was unmdoglich ist.
Fiir beide Falle simultan kénnen wir sagen, daf3

Vo € S (x < max{a,1}).

e (sup9)? = a:
Da wir jetzt wissen, dal die Menge S oben beschrankt ist, muf} sie eine
Supremum haben, sei also s := sup.S. Wegen 0 € S ist jedenfalls s > 0.
Fiir s2 gilt unvermeidlicherweise s < aV s? > aV s? = a (das gilt fiir jede
reelle Zahl). Wir widerlegen jetzt der Reihe nach s? < a@ und dann s? > a.
Wenn das gelungen ist, bleibt als einziger Ausweg, da s> = a, und das
bedeutet gerade, dafl s eine Wurzel aus a ist.

Angenommen also, dafl s? < a. Dann ist € := a — s2 > 0. Jedenfalls ist

2s+1> 0 und damit 557 > 0. Wir wéhlen jetzt eine Zahl § so, daB

0<d< und § < 1.

€
25 +1
So eine Zahl muf} es geben (nach dem Archimedischen Prinzip gibt es sogar
ein L mit dieser Eigenschaft). Multiplikation mit dem (positiven) Nenner
ergibt (2s+1)d < ¢, also
250 + 0 <e. (1)

Da 0 < § < 1 folgt durch Multiplikation mit &, 62 < &, somit (durch
Addition) 258 + 6% < 2s6 + &, Vergleich mit (1) ergibt

250 + 6% < e, Addition mit s?

2+ 250 + 6% < s* e (2)



Die linke Seite von (2) ist (s + §)?, die rechte ist genau a, also
(s+0)* < a.

Es folgt s+ € S und s +d > s, und das kann nicht sein, da fiir s als
obere Schranke von S, s +6 < s sein muB. Die Annahme s? < a ist somit
falsch!

Angenommen, s> > a. Dann ist s > 0 und ¢ := s* —a > 0. Wir wihlen
eine Zahl ¢ so, dafl 0 < ¢ < 5; und § < s. Dann

256 — 6% < 236 < e =s%>—a und daher

a<s®—2s6+0%=(s—6)>

Ein Element x € S kann jetzt nicht grofier als s—§ sein, da aus x > s—0 >
0, 22 > (s — §)? > a folgt, wo doch aber 2% < a. Also ist + < s — 6. Das
gilt fiir alle x € S und so ist s — § eine obere Schranke von S die kleiner
als s - die kleinste obere Schranke von S - ist, ein Widerspruch!

O
Korollar 4. Jedes a > 0 hat eine eindeutig bestimmte positive Quadratwurzel.

Proof. Wir wissen, daf} es ein s > 0 gibt mit s> = a. Wegen (—s)? = s? ist auch
(—s)? = a, und natiirlich gilt —s # s, es gibt also zwei Quadratwurzeln von a.
Angenommen es giibe noch eine weitere, ein t+ € R mit t2 = a. Dann ist
t? = 2, also t? — s? = (t — s)(t + s) = 0. Das bedeutet ¢t = s oder t = —s. Die
Zahl t ist also nichts Neues, es gibt nicht mehr Wurzeln als s und —s. O

Definition 8. a > 0. Das Symbol \/a bezeichne die eindeutig bestimmte Zahl
s> 0 mit s2 = a.

Da nun insbesondere v/2 € R\ Q, folgt, da8 es irrationale Zahlen gibt, da8
also @ C R. Noch eine Konsequenz des Archimedischen Prinzips: in jedem
nichtentarteten Intervall sitzen rationale Punkte.

Satz 3. Jedes nichtleere offene Intervall (a,b) enthdlt unendlich viele rationale
Zahlen

Proof. Es sei 0 < a < b. Dann ist b —a > 0, es gibt also ein n € N, n > 0 mit
% < b — a. Nach Korollar 1 gibt es ein k € N sodafl k% > a. Sei m das kleinste
solche k; es gilt also m% > a. Angenommen m% > b. Dann mufl m > 1 sein,
sodal m — 1 € N. Jetzt gilt

>b——>a

S|

S|
S|

(m—l)%zm

und das widerspricht der Minimalitdt von m. Die Annahme muf} also falsch
sein, d.h., es gilt m% < b. Damit ist 7 eine rationale Zahl mit a < 7* <b. Im
Falle, dafl 0 < a < b gilt, gibt es also eine rationale Zahl r mit r € (a,b).

Wenn ¢ < 0 < b gilt, ist 0 € (a,b) ein rationales Element. Falls nun
a <b<0, folgt 0 < —b < —a. Nach obiger Uberlegung gibt es ein rationales r
im Intervall (—b, —a). Dann ist —r auch rational und —r € (a,b).



In jedem fall gibt es also eine rationale Zahl 71 in (a,b). Dannist a <r; <b
und (a,r1) ist ein offenes Intervall, sodaBl es eine rationale Zahl ro € (a,r1)

gibt. So fortfahrend erhélt man eine unendliche Folge r1, 79,73, ... rationaler
Zahlen in (a,b). Da die r; paarweise verschieden sind, haben wir unendlich viele
rationale Zahlen in (a,b) gefunden. O

Mit dem Vollstéandigkeitsaxiom ist das formale System (1) - (15) komplett.

Theorem 1. Die reellen Zahlen sind durch die Aziome (1) - (15) eindeutig
charakterisiert. Je zwei Modelle des Systems (1) - (15) sind isomorph.

Das ist Vollstandigkeit in einem ganz anderen Sinn. Man nennt ein System von
Bedingungen ein kategorisches Axiomensystem, wenn je zwei Modelle isomorph
sind, das heif}t, wenn zwei Strukturen jeweils alle Gesetze des Systems erfiillen,
unterscheiden sie sich héchstens durch verschiedene Namen voneinander, es gibt
dann eine Bijektion, welche die Namen der einen in die der anderen iibersetzt,
und alle Relationen bewahrt. Das System (1) - (15) ist kategorisch.

3 Mengen, Relationen, Abbildungen

3.1 Mengen

Mehrfach ist das Wort ‘Menge’ aufgetreten, gewohnlich wird unterstellt, dafl
man zu verstehen hat, was es bedeuten soll. In der Analysis, wo alle auftretenden
Mengen irgendwie von Zahlen abstammen ist das auch gerechtfertigt. Eine
Menge beinhaltet jedenfalls irgendwelche Dinge, ihre Elemente, und ist durch
diese auch vollstédndig bestimmt; wenn A und B Mengen bezeichnen hat man

A=B <= Vr(r€A < z€B)?

Um zu verifizieren, dal A und B identisch sind, mufl man zeigen, daf§ jedes
Objekt, welches Element von A ist, auch zu B gehort, und umgekehrt. Mit der
Definition

ACB < Vr(reA=z¢€DB)

in Worten ‘A ist Teilmenge von B’, lauft das darauf hinaus, zu zeigen, daf
A C BAB C A. Die Teilmengenrelation ist eine partielle Ordnung, das
heifit, es gilt

ACA Reflexivitaet
ACBABCC=ACC Transitivitat
ACBABCA=A=B Antisymmetrie

Gesetze, welche auch von den reellen Zahlen mit deren Ordnung geteilt werden.

Definition 9.

ANB = {xz|xz€ ANz € B} Durchschnitt
AUB = {x|xz€ AVze B} Vereinigung
A\B = {z|ze€ ANz ¢ B} Differenz

?Das ist ein Axiom der Mengenlehre; Mengen sind durch ihre Elemente bestimmt, durch
ihre ‘Ausdehnung’: Extensionalitatsaxiom.



(4 = {z|Viel(zecA)}
el
U4 = {z]3iel(@eci))
el

P(4) = {B|BC4)

In den Ausdriicken (), ; A; und | J;c; A; steht I fiir eine Indexmenge. Sie ist hier
von untergeordneter Bedeutung, dient nur dazu, tiber ‘viele’ Mengen sprechen zu
konnen. Falls z.B. I = {1,2}, M; = Aund M = B, dann gilt (,.; M; = ANB,
in diesem Sinn sind die ‘grofilen’ Operationen (., U,c; Verallgememerungen
der ‘kleinen’ N und U.

P(A) ist die Potenzmenge der Menge A. Thre Elemente sind selbst Men-
gen? | und zwar die, welche Teilmengen sind von A. Ist z.B. A = {a, b, c}, dann
ist die Potenzmenge von A gegeben durch

P(A) ={0,{a}, {0}, {c},{a,b},{a,c},{b,c}, A}.

Oft ist eine Menge X als ‘Universum’ gegeben und man arbeitet mit Teilmengen
von X (d.h., in P(X)). Dann ist das Komplement von A C X definiert als
A= X\A={ze€ X |z ¢ A}. Bei Verwendung dieser Notation muf klar sein,
welche Menge das Universum ist.

Proposition 4. Es secien A, B,C beliebige Mengen; A;, B; (Vi € I) auch.

(AnB)NC = An(BNCOC) (AuUB)UC = AU(BUCQ)
ANB = BNA AuB = BUA
AnNA = A AUA = A
An(AuB) = A AU(ANnB) = A
AN(BuC) = (AnB)U(ANC) AU(BNnC) = (AuB)N(AUCQC)
A\(BNC) = (A\B)U(A\C) A\(BUC) = (A\B)N(4A\C)
AnyY;Bi = U,(AnB;) AU, Bi = ;(AuB)
AN B = Ui(A\ B) A\U;Bi = ,(A\B)

Proposition 5. Jetzt seien A, B und A; Teilmengen der Menge X.

(AUB)=A°NnB° (ANB)°=A°UB*
(ﬂAi)c = UAE (Uiel Ai)c = niEI Af

i€l iel

Das sind die Gesetze von De Morgan. Die ‘kleinen’ folgen natiirlich sofort aus
den entsprechenden ‘groflen’.

3Daf die Elemente einer Menge selbst Mengen sind, ist nichts Ungewdhnliches, es ist im
Gegenteil Absicht. Irgendwelche Dinge in abstrakten Tépfen zu versammeln und dann die
Eigenschaften von Durchschnitt und Vereinigung an ihnen zu zelebrieren, ist nicht sensa-
tionell. Die Ausdruckskraft (und auch eine potentielle Widerspriichlichkeit) des Konzepts
'Menge’ entwickelt sich erst, wenn Mengen Elemente sein diirfen. In den meisten axiomatis-
chen Mengenlehren wird das zum Dogma: es gibt nur Mengen, sonst nichts. Alle Objekte (der
Mathematik!) sind dort irgendwelche Mengen. Also auch natiirliche Zahlen, reelle Zahlen,
und Punkte (etwas, das bekanntlich keine Teile haben sollte). Die Elemente der reellen Zahl «
als Menge zu beschreiben, ist dabei nicht beabsichtigt. Es geht mehr um Einfachheit und Ho-
mogenitdt in der Natur der zu untersuchenden Objekte; wenn alle Dinge Mengen sind, miissen
alle Dinge den Gesetzen der Mengenlehre gehorchen. In einem chaotischen Universum hat so
ein Prinzip auch einen autotherapeutischen Aspekt.
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3.2 Abbildungen

Es seien X, Y beliebige Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y ist eine
Zuordnung der Elemente von X zu Elementen von Y. Dabei wird JEDEM
x € X GENAU EIN y €Y zugeordnet.

Wir schreiben f: X — Y oder X Ly um auszudriicken, daf} f eine
Abbildung von X nach Y ist. Das durch f dem Element x € X eindeutig
zugeordnete y € Y schreibt man als f(z), es ist der Wert der Abbildung f an der
Stelle z (der Funktionswert in ). Der Definitionsbereich (die Doméne) der
Abbildung f: X — Y ist die Menge X, ihr Zielbereich (Codomain) ist ¥, und
ihr Wertbereich (das Image) ist die Menge im(f) der tatséchlich getroffenen
Elemente

Definition 10. Sei f: X — Y eine Abbildung.
dom(f) = X, cod(f) =Y, im(f) = {f(z) |z € X} ={y €Y | € X (f(x) =p)}.

Fiir jede Abbildung f gilt also f:dom(f) — cod(f). Die Abbildung f wirkt
auf die Elemente von dom(f) indem es ihnen Elemente von cod(f) zuordnet.
Dabei induziert f zwei weitere Zuordnungen, jetzt zwischen den Teilmengen von
X und jenen von Y:

Definition 11. f: X — Y, AC X, BCY.
1. flA)={f(x) |z e A} ={y |z € A (f(z) =y)} ist das Bild von A
2. f~Y(B) = {z € X | f(x) € B} das Urbild von B
unter f. Die erwihnten Abbildungen sind dann
P(X) — PY), A f(A) und P(Y)— P(X), B f1(B).
Proposition 6. Sei f: X — Y, A,B,A; C X und C,D,C; CY. Dann ist

f(AuB) = f(A)Uf(B) f/CcuDbD) = fHO)uf (D)
f(AnB) <  f(A)nNf(B) f7Henb)y = fHC)nfH(D)
FUier A) = Uer f(A) 1 §Uiel Cig = Uier 1)
F(Nier A) S Nier f(A) 7 (Nier €)= Nier F7HE)
fLA\NB) 2 f(A)\ f(B) fTHC\D) = fHC)\ f(D)
f(B°) 2 f(X)\ f(B) fHDY) = fHD)°
f(X) = im(f) i)y = X
“Hf4) 2 A f(f7%D)) = Dnf(X)CD.

Definition 12. Es seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
[ ist injektiv <= V1,22 € X(f(x1) = f(z2) = 21 = 22).
f ist surjektiv <= Vy e Y3z € X mit f(x) =y
f ist bijektiv < f ist injektiv und surjektiv.

Beispiel 1.
fi:N— N, z > 22 injektiv, nicht surjektiv;
fo:R — RS’, x — x2 surjektiv, nicht injektiv;
f3:RE — RE, 2 — 2% injektiv und surjektiv;
£1:Q — Q, z — 22 nicht surjektiv, nicht injektiv.
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Die Zuordnungsvorschrift « — x2 allein definiert also noch keine Abbildung.
Erst bei zusétzlicher Angabe von Definitionsbereich und Zielbereich ist eine
Abbildung X — Y beschrieben.

Vielfach wird das Wort ’Funktion’ synonym fiir "Abbildung’ verwendet. Wir
vereinbaren, dafl eine Funktion eine reell- oder komplexwertige Abildung sein
soll. Eine Funktion ist also eine Abbildung, deren Werte Zahlen sind; so sind
die Abbildungen aus Beispiel 1. Funktionen, wahrend z.B. die Abbildung

R — PR), z+ {y|y* =z}

von uns nicht Funktion genannt wird.
Wenn eine Menge A Teilmenge ist von einer Menge X, A C X, gibt es die
Inklusionsabbildung
"A— X, x— .

Speziell fir A = X nennt man die Inklusion X — X identische Abbildung
oder Identitat auf X. Ein verbreitetes Symbol fiir sie ist 1x, man darf aber
auch id x schreiben.

Definition 13. Bs seien X > Y und Y %~ Z Abbildungen. Die Komposi-
tion (Hintereinanderschaltung) von f und g ist die Abbildung

gofi: X — Z, x g(f(x)).
2

Beispiel 2. ffR — R, x — 4+ 3 und R — R, x — x°. Dann ist
go f:R — R die Abbildung

(go @) =g(f(x) =gz +3)=(z+3)>=a2>+62+9
wahrend f o g:R — R gegeben ist durch
(fog)(@) = f(g(z)) = f(2*) = 2* +3

In diesem Fall gilt g o f # f o g, die Komposition ist also im allgemeinen nicht
kommutativ. Uberdies ist g o f nur dann (als eine Abbildung) definiert, wenn
dom(g) = cod(f). Daf es bei obigem Beispiel beides, g o f und f o g, gibt, liegt
daran, dafl dort dom(g) = cod(f) und dom(f) = cod(g). Die Komposition ist
aber jedenfalls assoziativ.

Proposition 7. X R Y, Y % Z und Z w Abbildungen. Dann ist
(hog)of=ho(gof)

Die Restriktion einer Abbildung f: X — Y auf die Menge A C X ist die
Abbildung f|a = f oi, wobei A —— X die Inklusion bezeichne. Es gilt

flarA —Y, z— f(z),

fla tut dasselbe wie f, nur eben fiir die Elemente x € A statt fiir alle z € X.
Eine bijektive Abbildung kann invertiert werden. Mann polt einfach alle
Pfeile um.

Definition 14. Es sei f: X — Y bijektiv. Die zu f inverse Abbildung ist

1Y — X, y— x wobei y = f(x).
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Nur wenn X 2 v bijektiv ist, macht f~! als Abbildung Sinn*. Dann ist
f71Y — X und es gilt

fﬁlof:1X undfofflzly.

3.3 Relationen

Eine der ganz grundlegenden Konstruktionen: aus Objekten z und y bilden
wir das geordnete Paar (z,y). Sieht aus wie ein offenes Intervall, trotzdem
werden wir die beiden Begriffe hoffentlich nicht verwechseln®. Wie man das
Paar (z,y) wirklich definiert, ist ziemlich gleichgiiltig, wichtig ist allein seine es
charakterisierende Eigenschaft

(z,y) = (u,v) <= z=ulAy=wv, (3)

zwei Paare sind gleich, genau dann wenn ihre ersten Komponenten iibereinstimmen
und auch ihre zweiten®. Eine Relation ist einfach eine Menge, die ausschlieSlich
aus geordneten Paaren besteht.

Definition 15. X heiffit Relation, wenn Vx € X3a,b mit z = (a,b).

So ist die Ordnung reeller Zahlen eine Relation, eben {(z,y) | z € RAy € RAz <
y}. Das Produkt zweier Mengen ist die Menge aller geordneten Paare, deren
Komponenten aus diesen Mengen kommen, die groite Relation herstellbar aus
Elementen von X und Y.

Definition 16. X, Y Mengen. Ihr Kartesisches Produkt ist die Menge
XxY:={(z,y) |lze XANyeY}={p|Tr e XIyeY mit (z,y) = p}.

Das Produkt der Intervalle [a,b] und [c, d] ist das Rechteck [a,b] x [¢,d]. R x R
ist die reelle Ebene, das Produkt aus der Kreislinie S' = {(z,y) | 2% +3? = 1}
und dem Intervall [0,1] ist die Zylinderfliche S' x [0,1]. Hier treten erstmals
iterierte geordnete Paare auf: ein Element des Zylinders ist ein Paar (s,t) mit
s€Stund 0 <t <1, s ist dabei selbst ein Paar (x,y) (mit 22 + y? = 1), das
Zylinderelement somit ((z,y),t). Wir wollen natiirlich haben, dafl dieses Ding
ein Punkt des dreidimensionalen reellen Raums sei, also ein Zahlentripel. Man
definiert gleich allgemein rekursiv

(z) =z und (1,...,Zn-1,Tn) = ((T1,.. ., Tpn-1),Zn) (4)

4Achtung! Falls X 4, Y eine beliebige Abbildung und B C Y, dann gibt es das Urbild

F~1(B). f~1 selbst braucht nicht zu existieren - es sei denn, f ist bijektiv. Wenn nun X S, Y

bijektiv ist, haben wir zwei Definitionen fiir f~1(B): einmal als Urbild von B unter f, zum
anderen als Bild von B unter der Abbildung f~!:Y — X. Da beides dann die gleiche Menge
ist, gibt das keine Komplikation.

5Wem die Furcht vor solch einer Verwechslung den Tag verdirbt, mag |a, b] fiir das Intervall
(a, b) schreiben.

6Eine beliebte Definition ist (z,y) = {{z}, {x,y}}, wir verdanken sie Kuratowski. Sie
leistet fiir die Zermelo-Frénkelsche Mengenlehre, was man von ihr will, ndmlich (3). Es gibt
auch andere, dhnlich technische Definitionen fiir (z,y). Vorstellen muf8 man sich dabei nicht
viel; die einzig wichtige Visualisierung von (z,y) ist die als ‘Punkt’ mit erster Koordinate x
und zweiter y, und diese Vorstellung kommt wieder nur von (3).
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und nennt die entstehenden Dinge "Tripel’, ’Quadrupel’, Quintupel, usw. und
irgendwann, wenn man nicht mehr weifl, wie’s lateinisch weitergeht, einfach
n-tupel. Parallel werden iterierte kartesische Produkte definiert

X1X"'XXn71><Xn:(X1X"'Xanl)XX’n'

Irgendwie sollte nun [0,1] x S! auch ein Zylinder sein, diesmal sind seine El-
emente aber rechtsgeklammerte Tripel (¢, (z,y)). Wir wollen nicht damit be-
ginnen, aus so etwas ein Problem zu machen und setzen fest, dafl alle wie auch
immer geklammerten n-tupel dasselbe bedeuten mogen, wie das in (4) kanonisch
linksgeklammerte. Damit ist der Weg frei fiir Identifizierungen wie

RxR*=RZxR®>=R xR>xRetc. =R5,

was sich bald als niitzlich erweisen soll. Abbildungen entpuppen sich als spezielle
Relationen.

Definition 17. f: X — Y. Der Graph von f ist die Menge

graph(f) = {(z,y) | y = f(2)}

Es gilt graph(f) C dom(f) x cod(f). Der Begriff ’Abbildung’ ist fiir die Mathe-
matik so grundlegend, dafl wir nicht vermeiden konnten, ihn ganz an den Anfang
der Betrachtungen zu stellen; so wirklich definiert haben wir ihn aber nicht. Was
bitte ist eine Zuordnung? Eine exakte Definition von Abbildung f: X — Y
wére als Tripel (X, graph(f),Y).

Man mag bezweifeln, jetzt mehr {iber Abbildungen zu wissen, als zuvor.
Denn was ist an ein paar geordneten Paaren besser als an ein paar Pfeilen.
Aber genau das ist der Kern. Ein Paar (z,y) ist ein Pfeil; er weist von x nach
y. Und wem es Freude macht, der definiere einen Pfeil = — y als {{z},{z,y}}.

3.4 Die Machtigkeit von Mengen

Eine natiirliche Frage, die sich bei Betrachtung einer Menge stellt, ist die nach
der Anzahl ihrer Elemente. Hat eine Menge endlich viele Elemente wie z.B. die
Menge A = {z € R | 22 = 2} so ist klar, was gemeint ist: A hat genau zwei
Elemente. Wenn man vielleicht auch nicht immer imstande ist, die Anzahl der
Elemente einer endlichen Menge anzugeben, so ist es doch offensichtlich, dafl
jede endliche Menge eine durch sie selbst eindeutig bestimmte natiirliche Zahl
als die Anzahl ihrer Elemente haben muf.

Definition 18. FEs sei X eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente
von X heifit ihre Kardinalitat, Kardinalzahl oder Méachtigkeit, symbolisch
Card(X).

Die Kardinalitit einer endlichen Menge ist also eine natiirliche Zahl. Es war
die Geburtsstunde der Mengenlehre, als erstmals die Frage nach der Anzahl der
Elemente unendlicher Mengen gestellt worden war.

Wir wissen von gewissen Mengen, daf} sie unendlich sind, das heifit, unendlich
viele Elemente haben. Die Menge der natiirlichen Zahlen, N, ist unendlich, also
auch Z,Q und R, die ja Obermengen von N sind.

14



Es ist nicht falsch, zu sagen, dafl N sowohl als auch Z,Q und R von un-
endlicher Machtigkeit sind, aber haben sie tatsachlich gleich viel Elemente, so
dal man sagen kann

Card(N) = Card(Z) = Card(Q) = Card(R) ?

So wenig wir wissen, was Card(N) oder Card(R) sein soll, so wenig konnen wir
sagen, ob diese beiden Dinge gleich sind, oder nicht.

Es gibt nun eine Moglichkeit, beliebige Mengen in Bezug auf ihre Machtigkeit
zu vergleichen. Wir orientieren uns an den Verhéltnissen bei endlichen Mengen,
wo der Begriff ’Kardinalitat’ keine Schwierigkeiten macht.

Proposition 8. Fir endliche Mengen X,Y gilt:
1. Card(X) < Card(Y) <= 3f:X — Y injektiv.
2. Card(X) = Card(Y) <= 3f:X — Y bijektiv.

Das ist vollig evident. Fiir unendliche Mengen nehmen wir das als eine Defini-
tion.

Definition 19. FEs seien X,Y beliebige Mengen.
1. X <Y «— 3Jf: X —Y injektiv.
2. X ~Y <« df: X — Y bijektiv.
3. X<Y <= X<ZA-X~Y.

Falls X <Y, sagt man, die Menge X sei von kleiner-oder-gleicher Méchtigkeit
als Y. Wenn X ~ Y, sagt man, X und Y seien gleichméchtig.

Damit ist noch nicht klar, was z.B. Card(R) ist, jedenfalls aber kénnen wir
unendliche Mengen vergleichen, in einer Weise, die bei endlichen Mengen auf
den Anzahl-der-Elemente Begriff, die Kardinalzahl - welche dort einfach ein
Element von N ist - fiihrt.

Beispiel 3.
N < Z. Es gibt eine Injektion N — Z, z.B. die Inklusion N — Z, n +— n.

Das geht natiirlich immer, wenn eine Menge Teilmenge einer anderen ist, also
N<Z<Q<R. Aber auch

RISRXRERXRXxRSRXxRXxRXR < --- mit Hilfe der Abbildungen
T = (I’O)f ('r? y) = (:Z:’ y? 0)7 ('r? y’z) = (‘T7y7 250)7 usw.

Das geht irgendwie zu einfach. Werden die Machtigkeiten all dieser Mengen
wirklich immer grofler?

Proposition 9.
1. N, Z und Q sind alle gleichmdachtig, also N ~ Z ~ Q.
2 R~RxR~RxRxR....
3. N<R.
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Jetzt haben wir’s, es gibt mehr reelle Zahlen als natiirliche. Aber gibt es nicht
auch mehr ganze Zahlen als natiirliche, etwa doppelt so viele? Nein!

Es gibt eine Hemmung, gleich von unendlichen Kardinalzahlen zu sprechen”.
Das ist auch nicht nétig, es reicht fiir die meisten Zwecke, Mengen mittels in-
jektiver /bijektiver Abbildungen zu vergleichen; indem wir Card(X) < Card(Y')
sagen, driicken wir aus, dafl X <Y.

Ein Satz von Cantor besagt, daf fiir jede Menge X, Card(X) < Card(P(X)).
Nun kann man auch P?X = P(P(X)) bilden und P3X ..., das heifit, es gibt
eine Kaskade unendlicher Kardinalitaten.

In Proposition 9 wurde festgestellt, dal Card(N) < Card(R). Man hat das
Gefiihl, dafi R aus so viel mehr Elementen besteht als N, dafl die Frage naheliegt:
Gibt es etwas dazwischen? Mit etwas Phantasie ist es moglich, unglaublich
verschiedenartige, auch merkwiirdige Teilmengen X C R zu betrachten und
miteinander zu vergleichen, das Ergebnis ist immer das gleiche: Entweder ist
X endlich, oder Card(X) = Card(N) oder Card(X) = Card(R). Gibt es keine
Menge X mit Card(N) < Card(X) < Card(R)? Das (daB es keine gibt!) ist die
Aussage der speziellen Kontinuumshypothese (SCH).

CH 1. —-3X mit Card(N) < Card(X) < Card(R).
Es gibt auch eine allgemeine Kontinuumshypothese (GCH):
CH 2. X unendlich = —3Y mit Card(X) < Card(Y) < Card(P(X)).

Aus GCH folgt unmittelbar SCH, nur, ist GCH wahr oder falsch? Die Antwort
lautet: weder noch, das heifit, man kann es mit GCH halten, wie man will.
Genauer: K. Godel bewies, dal GCH nicht widerlegt werden kann; P.J. Co-
hen zeigte dann, dafl GCH nicht bewiesen werden kann. Beides relativ zu den
Axiomen einer der iiblichen Mengenlehren.

4 R!, R?, R"

Wir beginnen, eine geometrische Sprache zu entwickeln. Anfangs ist das nur ein
Spleen, wir sagen, die Menge der reellen Zahlen R sei die Zahlengerade R! und
nennen ihre Elemente (die reellen Zahlen) Punkte. Doch es geht weiter.

4.1 Die Gerade R!
Was ist der Abstand® zwischen zwei Punkten in R1?

Definition 20. Die Distanz zwischen den reellen Zahlen x und y ist

d(z,y) = |z —yl. (5)

Das ist, was man erwartet haben mag. Jedenfalls ist die ‘Distanz’ eine Abbil-
dung d:R x R — R, sie ordnet je zwei Punkten x,y auf der Zahlengeraden
eine reelle Zahl zu, ndmlich d(x,y) = | — y|. Diese Abbildung hat ein paar
grundlegende Eigenschaften.

"Es gibt die Theorie der Kardinalzahlen, ein Teilgebiet der Mengenlehre. Kardinalzahlen
werden dort definiert als spezielle Mengen, welche eine Klasse gleichméchtiger Mengen repre-
sentieren.

8 Abstand = Distanz: ein geometrischer Begriff.
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Proposition 10. Fir die Abbildung (5) gilt:
1. d(z,y) >0. d(z,y)=0 < z=y
2. d(z,y) = d(y,z)
3. d(z, z) < d(z,y) +d(y, z).

Das sind nur Umformulierungen entsprechender Eigenschaften der Betragsfunk-
tion z — |z|. Punkt 3. heift Dreiecksungleichung, natiirlich sind Dreiecke in
R! zu Intervallen degeneriert.

4.2 Die Ebene R?

R? = R x R ist die reelle Ebene. Thre Punkte sind die Paare (x, ) reeller Zahlen
x,y. Mit ihnen kann man rechnen.

Definition 21 (Algebraische Operationen in R?).
1. Die Summe der Punkte x = (z1,72) und y = (y1,y2) des R? ist

r+y= (1‘1 +y1,x2+y2).

2. Das Produkt der reellen Zahl A\ mit dem Punkt x = (x1,2) ist
Az = (Az1, Az2)
3. Die Null in R? ist 0 = (0,0); das Negative (Inverse) zu x = (z1,xs) ist
—x = (—x1,—22).

Wir nennen das Produkt Az auch skalares Vielfaches, die Abbildung R x R? —
R2, (A, z) — Az auch Skalaroperation.

Proposition 11. (Rechengesetze fiir Addition und Skalaroperation).
Es seien x,y,2 € R? und A\, u € R. Es gilt:

(1) (x+y)+z = x+(y+2)
(2) r+y = y+zx

(3) xr+0 = =z

(4) r+(—z) = 0

(5) Mz+y) = dx+Ay
(6) A+ pwzx = I+ px
(7) ur) = (u\)e

(8) la = =

Die Eigenschaften (1) - (4) kennen wir schon: (1) ist das Assoziativgesetz, (2)
die Kommutativitét, (3) besagt, dafl die Null neutral ist, und (4), da§ —x invers
ist zu . Diese Regeln sind genau dieselben wie die in Abschnitt 1 fiir die reellen
Zahlen formulierten. Auch (5) bis (8) erscheinen uns bekannt, es ist hier dennoch
ein Unterschied zu den Axiomen fiir reelle Zahlen, indem die Skalaroperation
eine Zahl aus R mit einem Punkt aus R? zu einem Punkt in R? verkniipft, sodafl
Objekte verschiedener Natur (Zahlen und Punkte) miteinander verschmolzen
werden. Wie bei den Zahlen setzen wir

r—y=x+(-y)
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und nennen diese Operation Subtraktion. In der Ebene R? gibt es ein Analo-
gon zum Betrag einer Zahl, die Norm.

Definition 22. Die euklidische Norm von z = (z1,x3) € R? ist

el = /a3 + 3.

Pythagoras’ Satz zeigt: Die euklidische Norm von x ist die Distanz von x zum
"Ursprung’ 0, wir kénnen uns ||z|| denken als die Lange eines Pfeils beginnend
in 0 und endend im Punkt x. Das war beim Betrag einer Zahl auch schon so.
Zudem gelten fiir ||z|| Gesetze, die denen fir |A| (A € R) &hneln.

Proposition 12. (Eigenschaften der Norm). Es seien x,y € R%, X € R.
1. ||z]| > 0. |jz]|=0 <= x=0
2. || Az]| = |Alf]=|
8. |l +yll < |zl +lyl|

Der Beweis ist elementar. Eigenschaft 3. fuhrt auf die Cauchy-Schwarz Ungle-
ichung (siche Ubungen). Mit Hilfe der Norm ist ein Distanzbegriff in der Ebene
R? verfiigbar.

Definition 23. Die euklidische Distanz zweier Punkte x,y € R? ist
d(z,y) = [|lz —yl|.

Proposition 13. Die euklidische Distanz erfillt die drei Figenschaften von
Proposition 10.

Proof. d(z,y) = ||z —y|| > 0, und
dz,y) =0 <= |z —y[| =0 <= 2 -y=0 <= 2=y
nach 1. von Proposition 12. Weiters
dz,y) = [lz —yll = [[(=D)(y —2)|| = [ = lly — =[| = 1]y — =[| = d(y,z)
wegen 2. von Prop. 12. Und noch
dw,2) = [lz = || = llx =y +y — 2l < |l — yll + lly — 2I| = d(,y) + d(y, 2)
nach 3. von ebendort. O

Dieser Distanzbegriff in der Ebene befriedigt die geometrische Anschauung von
‘Distanz’. Die Dreiecksungleichung besagt hier, dafl bei gegebenem Dreieck (mit
Eckpunkten z,y, z € R?) die Linge einer Dreieckseite nicht grofier sein kann als
die Summe der beiden anderen.
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4.3 Der n-dimensionale Raum R"

Im 3-dimensionalen Raum R3 geht alles vollig analog. Zuletzt machen wir uns
ganz allgemein R™ zu eigen. n ist dabei eine natiirliche Zahl > 1.

Definition 24. Der n-dimensionale reelle Raum ist
R"=Rx---xR.
—_——
n mal

Seine Elemente sind die n-tupel reeller Zahlen (z1,...,xy,). Sie werden addiert
und mit reellen Zahlen multipliziert gemdyfs

(xla"'v‘rn)—’_(ylv“wyn) = (x1+y17'~'7xn+yn)
M2y, .o yxn) = (Az1,...,Ax,) (A eR)

Beim Nachrechnen der folgenden Eigenschaften dieser Operationen empfindet
mancher es bequemer, die Elemente des R™ (die n-tupel) als Spalten anzuschreiben.

T1 Y1 T+ T AT

T2 Y2 To + Yo To ATo
+1 . | = . und A | . =

Tn, Yn Ty + Yn Tn ATy,

Wir koénnen beide Schreibweisen verwenden. Erst wenn das Rechnen mit Ma-
trizen ins Spiel kommt, werden Zeilen-und Spaltenschreibweise unterschieden.

Proposition 14. Die Addition und Skalaroperation in R™ erfillt alle in Propo-
sition 11 angefiihrten Gesetze.”

Wie in der Ebene wird nun ein Distanzbegriff definiert.

Definition 25. Fir x € R" ist
lzll = /2 +---+ 23

die euklidische Norm. Die Distanz zwischen Punkten x,y € R™ ist

d(z,y) = |z = yll = V(21 —y1)? + -+ (@0 —ya)?.
Satz 4.
e Die euklidische Norm in R™ erfillt die Gesetze von Proposition 12.

e Die Distanz im R™ erfillt die Gesetze von Proposition 10.

5 Vektorraume

In jedem R™ gelten - was Addition und Skalaroperation betrifft - die gleichen
Gesetze. Das ist nicht verwunderlich, rechnet man doch mit reellen Zahlen,
nur eben simultan in n Komponenten. Man nennt nun eine Menge, auf der
eine Addition und eine Skalaroperation wie in R™ gegeben sind, einen (reellen)
Vektorraum, wenn die Gesetze aus Proposition 11 gelten.

9%, vy, z sind hier natiirlich Elemente des R™.
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5.1 Definition und elementare Eigenschaften

Definition 26. FEin reeller Vektorraum ist eine Menge V zusammen mit
zwei Abbildungen

VxV 25V und RxV =V

wobei die folgenden Gesetze gelten:

(+ty)+z = z+(y+2)
r+y = yYy+x
r+0 = =z

x+(-z) = 0
Mz+y) = dx+Xy
A+ px = A+ px
HOo) = (u)e
lx = =z

Das sind genau die Zustande in R™; wir konnen also sagen: Der R™ mit seinen
in Definition 24. festgesetzten Operationen ist ein reeller Vektorraum. Und
das fiir jedes n > 1. In R! = R ist das wahr, wenn man als Skalaroperation die
Multiplikation wihlt. Definieren wir RY als den ‘Punkt’ {0} und die Operationen

ROx RO R uynd R xR —5 RO

auf die einzig mogliche Weise (alles wird 0), so ist auch R ein reeller Vektor-
raum.'® Man nennt die Elemente eines Vektorraums Vektoren. Diese Bezeich-
nung kommt aus der Physik, wo Kréfte, Geschwindigkeiten und dhnliches die
Vektorraumgesetze erfiillen; man verbindet dort mit ‘Vektor’ die Vorstellung
einer Grofle, die eine Richtung samt Orientierung sowie einen Zahlenwert (einen
Betrag[=Norm]) hat. Das hat alles seine Berechtigung. Wir wollen ‘Vektor’
verwenden als eine Bezeichnung fiir Elemente eines Vektorraums. Die Punkte
der reellen Ebene sind somit Vektoren, einfach deshalb, weil ihre Gesamtheit -
der R? - ein Vektorraum ist. Dasselbe gilt fiir die Elemente des R™ fiir jedes
n > 0, also auch fiir reelle Zahlen selbst. Wir gaben hier keine Definition des Be-
griffs ‘Vektor’, ebenso wie schon zuvor ‘Zahl’ und ‘Menge’ nicht definiert worden
waren.
Aus den Axiomen der Definition 26 folgt unmittelbar:

Proposition 15. A\ =0 = A=0Vzx =0

5.2 Normierte Raume

Es war moglich, auf jedem R™ eine ‘Norm’ zu definieren. Hat man eine physikalisch-
anschaulich motivierte Vorstellung von ‘Vektor’, so ist die oben definierte eu-
klidische Norm die einzig denkbare. Es stellt sich heraus, dafl es sinnvoll ist,
mehr Flexibilitat zuzulassen.

10Der Zusatz ‘reell’ soll ausdriicken, dafl bei der Skalaroperation reelle Zahlen als ‘Skalare’
zum Einsatz kommen. In der Linearen Algebra werden Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern
(also nicht ausschlieBlich tiber dem Koérper R) thematisiert. Ein (algebraischer) Koérper ist
dabei eine Menge zusammen mit zwei bindren Operationen - Addition und Multiplikation
- sodafl die Axiome der reellen Zahlen (1) bis (9) erfiillt sind (also nicht alle Axiome). Die
Menge der reellen Zahlen R hat somit die Struktur eines Korpers, aber auch Q und viele andere
mit algebraischen Operationen ausgestatteten Mengen sind Koérper. Es gibt selbst endliche
Korper, das sind solche, deren Triagermengen endliche Mengen sind (siehe Ubungsblatt 2).
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Definition 27. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Abbildung, welche die folgenden Gesetze erfillt.

1. ||lz|]] > 0. ||z]|=0 <= 2=0
2 |[Az|] = |Alll||
3 Ml +yll < |zl + Iyl

Einen Vektorraum, auf dem eine Norm gegeben ist, nennt man - zusammen
mit dieser Norm - einen normierten Raum. Das soll heiflen: wenn N auf
irgend einem reellen Vektorraum V eine Norm ist, so nennen wir das Paar (V, N)
einen normierten Raum. Gewohnlich schreibt man wieder ||z|| statt N (x), wenn
man weifl, mit welcher Norm man es zu tun hat. Um verschiedene Normen
zu vergleichen, wird man sie unterschiedlich bezeichnen miissen; man schreibt
dann etwa ||z||; und ||z||2 oder dhnlich. Die Normen selbst - als Abbildungen
- konnen dann geschrieben werden als ||.||1, ||.]|]2. Oder aber man bezeichnet
ganz gewohnlich etwa N(z), M (z), N;(x),.. ..

Beispiel 4. Die folgenden sind Normen auf dem Vektorraum R™:

1. RV
2. €= Z?:l |x]|

3. T max_y |z

Die erste dieser Normen ist die vertraute euklidische. Die anderen vielleicht als
etwas schriag empfundenen Konstrukte sollen bald ihre Vorziige zeigen diirfen.
Fir n = 1 fallen alle drei Normen zusammen:

1
z=(r1) €ER = VaZ= E |z;| = max |z;| = |z
- 1<5<1
=

Fiir die euklidische Norm fiihrte (z,y) — ||z—y|| zum gewohnten Distanzbegriff.
Was geschieht, wenn wir die gleiche Konstruktion auf die anderen Normbegriffe
anwenden?

Definition 28. Es sei (V,]].||) ein normierer Raum. Die von der Norm ||.||
induzierte Metrik (Distanz) ist die Abbildung

d
VxV —V, dz,y) =z -yl

Proposition 16. Die von der Norm induzierte Metrik hat die Eigenschaften
von Proposition 10.

Der Beweis ist exakt der fiir Proposition 13 gegebene; es wurden dort nur die
Normaxiome aus Definition 27 verwendet.

Wir haben die klassische Vorstellung von der Lange eines Vektors verallge-
meinert zum Begriff der Norm eines Vektors. Die klassische Distanz zwischen
zwei Punkten geht dabei iiber in die abstrakte Metrik. Darzulegen, dafl dieses
Begriffsspiel von Nutzen ist, ist ein Versprechen, das in spateren Sektionen ein-
gelost werden sollte.
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6 Metrische Raume

Es ist manchmal einfacher, sich von Ballast zu l6sen, selbst dann, wenn dieser
seine Vorziige hat. Obwohl wir hier nicht vorhaben zu viel iiber Punktmen-
gen zu reden, die nicht aus reellen Vektorraumen stammen, so soll doch das
Distanzkonzept von der Norm befreit und damit verallgemeinert werden.

6.1 Definition und Beispiele

Definition 29. Es sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X — R welche die Figenschaften

1. d(z,y) > 0. d(z,y) =0 <= =y

2. d(z,y) = d(y,x)

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)
erfillt. Das Paar (X,d) heifit dann ein metrischer Raum.
Beispiel 5.

1. (Rn7d1) mit dl(xvy) = Z?:l |xj - yj‘;

2. (R" dz) mit da(w,y) = /327 (x5 — ;)%

3. (R™,ds) mit ds(z,y) = maxi<;<n |T; — Yj;

4. (V,d), wo (V,||.|]) normierter Raum und d(z,y) = ||z — y||
sind alles metrische Raume; wissen wir schon. Aber auch:

0 r=y
I z#y

Diese letzte Metrik, welche es auf jeder Menge gibt, nennt man diskrete Metrik,
das Paar (X,d) einen diskreten metrischen Raum. Der nichste Hilfssatz
folgt direkt aus der Dreiecksungleichung.

1. (X,d), wo X beliebige Menge, d(x,y) = {

Lemma 1. (X, d) metrischer Raum, x,y,z € X. Dann gilt
|d(x, 2) — d(y, 2)| < d(z,y).
Teilmengen metrischer Raume sind in natiirlicher Weise metrisch.

Definition 30. Es sei (X,d) metrisch, Y C X. Dann ist d|y «y eine Metrik
auf Y. Das Paar (Y,d|y xy) heifit Tetlraum von X (mit Trigermenge Y ).

Im restlichen Teil dieses Abschitts verfeinern wir die angekiindigte geometrische
Sprache. Erst einmal sagen wir ‘Punkt’ zu allem, was Element eines metrischen
Raums ist. Jetzt wollen wir Kugeln haben.
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6.2

Kugeln, Spharen

Definition 31. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, a € X ein Punkt, r > 0
(also eine positive reelle Zahl).

e Die offene Kugel um a mit Radius r ist die Menge

K.(a) ={z € X |d(z,a) <}

e Die abgeschlossene Kugel um a mit Radius r ist die Menge

K(a) ={z € X |d(z,a) <r};

e Die Sphare um a mit Radius r ist die Menge

Sp(a) ={z e X |d(z,a) =r}.

Beispiel 6.

1.

R? mit euklidischer Metrik: die offene Kugel mit Radius r um a ist eine
Kugel mit Mittelpunkt a und Radius v im anschaulichen Sinn, nur ohne
‘Rand’. Die abgeschlossene Kugel K!(a) ist die Kugel mit Rand, die
Sphare Sy.(a) ist der Rand; es ist die Lisungsmenge der Gleichung

(x1 — a1)2 + (w9 — a2)2 + (x5 — az)® =12,

R? mit euklidischer Metrik: die offene Kugel mit Radius r um a ist ein of-
fener Kreis mit Mittelpunkt a und Radius r (ohne Rand). Die abgeschlossene
Kugel K/ (a) ist der Kreis mit Rand, die Sphdre S, (a) ist die Kreislinie

(z1 — a1)2 + (2 — a2)2 =2

. RY mit euklidischer Metrik: K,(a) = (a — r,a + 1) ein offenes Intervall;

K/ (a) = [a—r,a+r] ist ein abgeschlossenes Intervall. Die Sphire S,(a) =
{a —r,a+r} besteht aus zwei Punkten.

- (R?,d1) wo dy(z,y) = |21 —y1|+ |22 —y2|: K,(a) ist ein offenes, K/(a) ein

abgeschlossenes, auf der Spitze stehendes Quadrat, Sy(a) ist dessen Rand
(der den Rand des Quadrats ausfillende Streckenzug). Man sieht das alles
am besten fiur den Punkt a = 0, die Formeln fir die Distanz werden dann
einfacher.

(R?,d3) wo d3(x,y) = max{|x1 — 1], |va — y2|}: K, (0) ist das offene,
K!(0) das abgeschlossene achsenkonforme Quadrat, S,-(0) sein Rand.

(R3,dy) mit di(x,y) = |z1 — y1] + |22 — yo| + |23 — y3|: Jetzt entstehen
Oktaeder. S1(0) ist die Oktaederfliche mit den Eckpunkten

(1,0,0), (0,1,0), (—1,0,0), (0,—1,0), (0,0,1), (0,0,—1).

(R3, d3) mit d3(x,y) = max{|z1 — y1|, |v2 — yal, |3 — y3|}: Ergibt Wiirfel.
S1(0) ist der achsenparallele Wiirfel mit Mittelpunkt (0,0,0) und Kan-
tenlange 2.
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8. X #0 (irgend eine nichtleere Menge) mit diskreter Metrik: Je zwei ver-
schiedene Punkte haben Distanz 1. Die offene Kugel Ky(a) besteht aus
allen Punkten mit Distanz zu a < 1. Da gibt es nur einen: a; also
Ki(a) = {a} ein einzelner Punkt. Aber auch Ki(a) = {a}. Wir se-
hen, dafS - in allgemeinen metrischen Raumen - der Radius einer Kugel
nicht eindeutig durch diese Kugel bestimmt sein mufs. Auflerdem

Ki(a) = {a} = K1(a), Sy(a) =0, Ki(a) = X, Si(a) = X\ {a}.

1
2

Eine Kugel determiniert auch nicht zwingend ihren Mittelpunkt, da doch
e.g. Ki(a) =X = Kj(b).

Die offene Kugel in R mit Mittelpunkt @ und Radius r ist also das offene Intervall
(a —7,a + r), die abgeschlossene Kugel K/ (a) ist das abgeschlossene Intervall
[a —r,a+7].1t In R ist jedes nichttriviale offene (abgeschlossene) Intervall eine
offene (abgeschlossene) Kugel:

u—+v v—Uu u+v V—1U U+ v
— — =Kuv-u .
(u,0) ( 2 2 T2 T3 ) : ( 2 )

Das Beispiel des diskreten Raums zeigt, dafl die naive Anschauung alleine nicht
ausreicht, sobald es an abstrakte Metriken geht. Dieses Beispiel ist aber fiir
analytische Situationen vollig untypisch. Im allgemeinen wird man von ge-
ometrischer Vorstellung sehr gut geleitet.

In Definition 30 wurden beliebige Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d)
selbst wieder zu metrischen Raumen gemacht. Das geschah einfach dadurch, daf§
flir je zwei Punkte z,y in einer Teilmenge A C X schon eine Distanz gegeben
ist, ndmlich d(z,y) (z,y sind ja auch in X). Die Kugeln im Teilraum sehen
manchmal etwas abgefressen aus.

Proposition 17. (X,d) metrischer Raum, A C X, a € A, ¢ > 0. Die offene
(abgeschlossene) Kugel wm a mit Radius € im Teilraum (A, d|ax ) ist Kc(a)NA
(KL(a)NA). die Sphdre um a mit Radius € im Teilraum (A, d|axa) ist Sc(a) N
A.12

Proof. Die offene Kugel um a in A ist
{r e A|dlaxa(z,a)<e}={rcAldz,a)<e} =K. (a)NA
Bei den anderen ist es dasselbe. O

Beispiel 7. In den folgenden Beispielen ist immer ein metrischer Raum X mit
Teilraum A C X und ein Punkt a € A gegeben. K,.(a) ist die offene Kugel in
X, KA(a) diejenige in A. Analog fiir abgeschlossene Kugeln und Sphiren.

1. (0,1 cR. K™ ) = (4,1]
2 A={3IneN n>0} CR K1) = K1) = {1}, Ki(3) = A\ {1},

KA = {3,3), K = A

H'Wenn wir ab jetzt von R oder R! sprechen, meinen wir immer den metrischen Raum mit
euklidischer Metrik d(z,y) = |z — y|
12K, (a) etc. sind hier die Kugeln etc. im groBen Raum (X, d).
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3. A= {(x,y) € R? | 2 > 0} C R? mit euklidischer Metrik. K{*(0) ist
ein halber Kreis vom Radius 1 ohne die Kreislinie, aber mit der Strecke

{0} x (—1,1).

4. A={(x,y) € R? | z > 0} C R? mit Metrik d(z,y) = maz{|x1 — 1], |v2 —
y2}. K{(0) =[0,1) x (—1,1).

5. A=Rx{0} C R? (A ist die "z-Achse”) mit irgendeiner der drei erwihnten
Metriken (# diskrete Metrik). Si*(0) = {(—1,0),(1,0)}.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir substantielle Mengen in metrischen Rdumen.

6.3 Offene Mengen - abgeschlossene Mengen

Definition 32. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Fine Teilmenge A C X
heifst offene Menge, wenn es um jeden Punkt a € A eine offene Kugel K,.(a)
mit r > 0 gibt, sodafl K,(a) C A.

Beispiel 8.

1. in R: Offene Intervalle (u,v) sind offene Mengen: Wenn a € (u,v), dann
giltu < a <wv. Firr =min{a—u,v—a} gilt K,(a) = (a—r,a+7) C (u,v).

Die Vereinigung offener Intervalle A = |J,(ai, b;) ist ebenfalls offen. Wenn
zwei offene Intervalle einen Punkt gemeinsam haben, ist ihre Vereinigung
wieder ein offenes Intervall. Daher ist A die Vereinigung disjunkter of-
fener Intervalle. Jeder Punkt a € A ist in einem dieser (Teil-)Intervalle
von A und man findet eine offene Kugel um a (ein offenes Intervall mit
Mittelpunkt a), das ganz in diesem Teilintervall liegt.'3 R selbst ist of-
fen. Das abgeschlossene Intervall [u,v] ist NICHT offen, man findet keine
ganz in [u,v] liegende offene Kugel um u (und auch keine um v). Auch
halboffene Intervalle wie (1,2] sind NICHT offen.

2. in R? mit euklidischer Metrik: Offene Rechtecke, Offene Kreise'*, R? sind
offen. NICHT offen: Geraden, Strecken, Kurven,. ..

3. in R3 mit euklidischer Metrik: Offene Quader, offene Kugeln, R3, alles
offen. Aber NICHT: offene Rechtecke, offene Kreisscheiben, Geraden,
Kurven.

4. in X mit diskreter Metrik: Jede Teilmenge A C X ist offen.

Eine Teilmenge des R™ (mit euklidischer Metrik) ist offen, wenn um jeden ihrer
Punkte ”Platz” ist (in der Dimension des umgebenden Raums). Offene Mengen
sind quasi "materiell”. Fliachen, Kurven im R? - das sind Teilmengen des R3,
die nicht offen sind - sind "unendlich diinn” (so eine Art Geister).

13Die Feststellung, daB A aus disjunkten Teilintervallen bestehen muf, ist fiir obige Ar-
gumentation unwesentlich, das muf3 einem gar nicht auffallen. Es dient einfach der An-
schaulichkeit der Situation. Tatséchlich ist jede offene Menge in R Vereinigung von hochstens
abzéhlbar vielen offenen Intervallen. Abzdhlbar deshalb, weil in jedem offenen Intervall eine
rationale Zahl liegt.

14Mit ’offenes Rechteck’ meinen wir ein Rechteck ohne Rand, das gleiche fiir ’offener Kreis’
etc. Wir haben das nicht eigens definiert. Die Aussage des Beispiels ist: Das war auch nicht
notig; alle diese unscharf ’offen’ bezeichneten geometrischen Gebilde erweisen sich als OFFEN
in obigem prazise definierten Sinn.
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Ganz wichtig: Die Eigenschaft einer Menge A C X, offen zu sein oder
nicht, hdngt von der Metrik ab. In R mit diskreter Metrik ist jede Menge offen,
in R mit euklidischer Metrik ist das falsch. Die Phrase 'A ist offen’ macht nur
Sinn, wenn klar ist, wo A offen ist, welcher der metrische Raum ist, in dem A
eine offene Menge ist.

Satz 5. Die Gesamtheit aller offenen Mengen des metrischen Raumes (X, d)
hat folgende FEigenschaften.

1. X ist offen; (0 ist offen.
2. A offen und B offen = AN B offen.
3. A offen Vi € I = ;o Ai offen.

Proof. DaB} eine Menge A C X offen ist, bedeutet, dafl es um jeden ihrer Punkte
eine offene Kugel gibt, die diesen Punkt zum Mikttelpunkt hat und ganz in A
liegt. Fiir den ganzen Raum X ist das klar: zu a € X ist jede Kugel um a
geeignet, da doch K,.(a) C X.

Daf} die leere Menge immer offen ist, kommt von der sprachlichen Festsetzung
des ”ex falso quodlibet”. () hat gar keine Punkte, also trifft jede Eigenschaft
von Mengen, welche fiir irgendeine Menge genau dann gilt, wenn irgend eine
Anforderung von all deren Elementen befriedigt wird, auf sie zu. Das gleiche ex
falso quodlibet ist auch dafiir verantwortlich, daf} iiberhaupt @ C X gilt.

Wenn nun A und B offen in X sind und 2 € ANB, so 3§ > 0 mit Ks(z) C A
und Je > 0 mit K. (z) € B. Mit r := min{d,e} gilt dann K,.(z) C Ks(x) N
K.(r) CANB.

Sei schlieBlich € |J; A;, wobei alle A; offen sind. Dann ist 2 in mindestens
einem A;,, das dann - weil es offen ist - ein K (z) enthélt. Es folgt

KE(LE) g Aio Q UA,L

O

Aus Punkt 2. folgt, daf§ der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen offen
ist. Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen muf} nicht offen sein.
Beispiel 9. (,.,(—%, 1) = {0}, was nicht offen ist.

Definition 33. Fine Teilmenge eines metrischen Raumes heiffit abgeschlossen,
wenn thr Komplement in X offen ist.

Ist (X, d) metrisch, A C X, so gilt A abgeschlossen <= A€ offen. Wegen
(A°)¢ = A gilt auch

A offen <= A° abgeschlossen.

Jeder Punkt - das heifit, jede einelementige Menge - {x} ist abgeschlossen.

Satz 6. Die Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen des metrischen Raumes
(X, d) hat folgende FEigenschaften.

1. X ist abgeschlossen; () ist abgeschlossen.
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2. A abgeschlossen und B abgeschlossen = AU B abgeschlossen.
3. A; abgeschlossen Yi € I = (,c; A; abgeschlossen.
Proof. Mit De Morgan aus Satz 5. O

Proposition 18. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Offene Kugeln sind offen.
Abgeschlossene Kugeln und Sphdren sind abgeschlossen.

Proof.

1. Sei z € K,(a). Das heiBt d(z,a) < r und somit € := r — d(z,a) > 0.
Wir zeigen, daff K.(z) C K,(a). Wenn das gelungen ist, haben wir also
um jeden Punkt z in K, (a) eine offene Kugel gefunden, die ganz in K,.(a)
liegt (um jeden Punkt x deshalb, weil  vollig beliebig gewéhlt war), das
heift, K,.(a) ist offen.

Wir wéhlen ein beliebiges y € K. (z). Dann gilt d(y,z) < e =r — d(z,a),
und daher d(y,a) < d(y,z) + d(z,a) < r. Das bedeutet y € K, (a). Weil
y beliebig gewahlt war, gilt fiir alle y

y € Ke(x) = ye Ky(a)
also K.(z) C K,(a), was wir zeigen sollten.

2. Zu zeigen, dafi K/ (a) abgeschlossen ist, bedeutet zu zeigen, dafl K. (a)¢ =
X \ K/ (a) offen ist. Sei also € K/ (a)°. Dann ist nicht d(x,a) < r, also
d(xz,a) > r und so € :=d(z,a) —r > 0. Wir zeigen, dafl K.(x) C K/ (a)":
Wiéhle y € K.(x), also d(y,z) < € = d(x,a) — r. Daher mit Hilfe von
Lemma 1

r< d(a,x) - d(y,l‘) < |d(a7x) - d(y,x)| < d(a’y)

das bedeutet, —d(y,a) < r also ~y € K/ (a) und somit y € K/ (a)°. Insge-
samt: K. (z) C K/ (a)°.

3. Wegen K (a) abgeschlossen, ist K (a)¢ offen. Weil auch K, (a) offen, folgt
K/ (a)°UK,(a) offen, und so (K (a)°UK,(a))¢ abgeschlossen. Diese letzte
Menge ist aber identisch mit S, (a).

O

Proposition 19. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Jede offene Menge in X
ist Vereinigung offener Kugeln.

Proof. Sei A C X offen. Va € A3e, > 0 (K., (a) C A), daher gilt

U Ke.(a) = A.
acA

O

Die offenen Mengen in X sind genau die Mengen, die sich als Vereinigung offener
Kugeln darstellen lassen.

Beispiel 10.
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1. in R:
(a) [a,b] ist die abgeschlossene Kugel K’,,%G(GTH’) also abgeschlossen.

(b) {L]0<neN}U{0} ist abgeschlossen.

(c) Sphdren sind zweipunktige Mengen. Dafl diese abgeschlossen sind
war schon klar.

2. in R2 mit euklidischer Metrik:

(a) Geraden und Kurven sind abgeschlossen.
(b) Abgeschlossene Kreisscheiben sind abgeschlossene Kugeln also abgeschlossen.
Kreislinien sind Sphdren: auch abgeschlossen!

3. in R? mit Metrik d(z,y) = max{|z1 — v1],|r2 — y2|}: Abgeschlossene
Quadrate sind abgeschlossene Kugeln, daher abgeschlossen. Der ”Rand”
eines Quadrats ist eine Sphdre, also abgeschlossen.

4. in R® mit euklidischer Metrik: Abgeschlossene Kugeln im anschaulichen
Sinn sind genau die abgeschlossenen Kugeln im Sinn der Metrik; das Gle-
iche gilt fir Sphdaren. Diese Mengen sind also abgeschlossen. Aber auch
Geraden, Kurven, Ebenen, Flichen und irgendwie im Raum schwebende
Kreisscheiben (mit Rand) sind abgeschlossen.

Die Loslosung von der euklidischen Norm - ihre Verallgemeinerung zum ab-
strakten Normbegriff - schliefflich die weitere Abstraktion zum Konzept des
metrischen Raums bringen nicht nur groflere Allgemeinheit und damit einen
weiteren Anwendungssbereich der Theorie!®, sondern vor allem eine konzep-
tionelle Einfachheit, die in geometrischer Sprechweise den Blick auf das Wesentliche
freihélt.

6.4 Zusammenhang

Eine Teilmenge eines metrischen Raums mufl nicht offen oder abgeschlossen sein,
es gibt Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind.

1. [a,b) C R und auch Q C R;

2. offene Kreisscheibe mit halbem Randkreis in R?; z.B.

A={(z,y) eR*[2® +y* <1JU{(z,y) e RxRF |2® +4* = 1}.

Es gibt Mengen, die offen UND abgeschlossen sind.
Proposition 20. (X,d) metrischer Raum.
e Der gesamte Raum X ist offen und abgeschlossen.

e () ist offen und abgeschlossen.

15Das ist jetzt - gutmiitig interpretiert - iibertrieben. Man kann zeigen, daf jeder metrische
Raum isometrisch in einen normierten Vektorraum einbettbar ist. Isometrisch heifit, bei
gleichem Distanzbegriff. So viel allgemeiner als normierte Vektorrdume sind die metrischen
Réume also nicht. Der Vektorraum, welcher hier bei vorgelegtem metrischen Raum zum
Einsatz kommt, kann sehr hohe (unendliche) Dimension haben.
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Aber manchmal auch noch andere:
Beispiel 11.

1. X = R\{0} als Teilraum von R. Rt C X ist offen; R~ auch. RT = (R™)°
(in X ). Also ist R* abgeschlossen in X. R~ auch.

2. Zwei disjunkte abgeschlossene Kreisscheiben:
X = K%(—I,O) U K'%(l,())

als Teilraum von R? mit z.B. euklidischer Metrik. Jede der beiden Kugeln
ist abgeschlossen - und weil sie disjunkt sind - auch offen.

3. Das gleiche passiert bei zwei disjunkten offenen Kreisscheiben; z.B.

X = Ki(—1,0) U K(1,0) als Teilraum von R?,

4. Und genauso: X = {(x,y) € R? | 22 +y? <1} U{(z,y) e R? | (z — 3)? +
y? < 1} als Teilraum von R?.

5. X = Unoo Kz (n,n,n) als Teilraum von R® mit euklidischer Metrik. Jede
2

einzelne Kugel ist offen in X. Ihr Komplement in X ist die Vereinigung
aller anderen offenen Kugeln, also auch offen. Daher ist jede einzelne
Kugel auch abgeschlossen.

All diesen Beispielen ist gemeinsam, dafl der metrische Raum X irgendwie aus
nicht nur einem Teil besteht: X ist nicht zusammenhangend.

Definition 34. Fin metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhdngend, wenn
X und () die einzigen Teilmengen von X sind, die zugleich offen und abgeschlossen
sind.

Es hat sich in Teilen der angelsachsischen Literatur das Wort ’clopen’ eingenis-
tet, fiir solche Mengen, die abgeschlossen und offen sind. Wenn man es verwen-
den mag, dann kann man die Definition von 'Zusammenhang’ so fassen:

FEin metrischer Raum (X,d) heifit zusammenhdingend, wenn § und X die
einzigen clopens in X sind.

Die Raume X aus Example 11 sind also nicht zusammenhéngend. Wie ist
es mit den euklidischen Rdumen R™? Man hat das Gefiihl, dal die zusam-
menhéngend sein sollten. Und das ist auch so. Wir beweisen das hier fiir n = 1.
Dafl R™ zusammenhéngend Vn € N, wird in einer spéateren Sektion gezeigt.

Satz 7. Die zusammenhdngenden Teilrdume von R sind genau die Intervalle.

Und zwar offene, abgeschlossene und halboffene, auch uneigentliche - solche, die
irgendwo beginnen und nie mehr enden, oder ganz R. Man biindelt alle diese
Mengen unter dem Begriff "Intervall’:

Definition 35. Fine Menge A C R heifit Intervall, wenn

Ve,y,z€ R (z<y<zAz€ANz€EA = yeA).
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Proof. (Von Satz 7.) Es sei X C R zusammenhéngend (als Teilraum von R).
Weiters seien z,y,z € R mit x < y < z und z,z € X. Angenommen y ¢ X.
Dann ist

XCR\{y}={ueR|u<ylU{fueR|u>y} unddaher

U 14
X=XNUUV)=(XnU)Uu(XnV).

X NU und X NV sind offen in X, nichtleer (x € X NU, z € X NV) und weiters
ist XNUNXNV =10, das heifit, X N U ist das Komplement von X NV und
umgekehrt. Damit wére dann X nicht zusammenhéangend, ein Widerspruch.
Also ist X ein Intervall.

Sei jetzt umgekehrt X ein Intervall. Angenommen, X ist nicht zusam-
menhangend. Dann gibt es echte clopens in X, also

X=UUV,U#0,V +#0, beide offen in X, und UNV = 0.

Ju € Uund Jv € V. DaUNV = (), gilt v # v. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei u < v. Die zentrale Beobachtung ist:

x € U = 3 offenes Intervall T # () zentriert um x, mit INV =0. (6)
Denn: es gibt eine in X offene Kugel um x ganz in U:
Je > 0 mit KX(z) C U.

Kugeln in X sind Schnitte von Kugeln in R mit X, also KX (2) = (v — e,z +
e)NX =1INX. Somit INV CINX CU. Natiirlich auch I NV C V, also
INV CUNV =0. Analog: z € V = 3 Intervall (z — §,x + 9) welches U
nicht schneidet.

Seinuin A ={z e X |u<azAuz] CU} Esgiltue ACU und
Vax € A (x < v). Die Menge A ist also nichtleer und durch v oben beschrénkt,
hat daher eine kleinste obere Schranke s = sup A. Es ist u < s < v also!®
s€ X,und so s € UV s € V. Wir zeigen einfach, dafl beide Altenativen nicht
sein konnen, dann muf} die urspriingliche Annahme falsch sein, d.h., X ist doch
zusammenhangend. Zuvor noch

z€u,s) = JrxeA(z<z), u<z<z, z€ux|CU zeU

fiir beliebiges z, d.h. es ist [u,s) C U.

Angenommen s € U. Wegen (6) 3¢ > 0 mit (s —e,s +¢)NV = 0. Es
ist s < v (andernfalls wire s = v € V), daher gibt es ein y zwischen s und
der kleineren von s + ¢ und v: Jy (s < y < min{s + €,v}). Fiir beliebiges z,
s<z<y = z€(s—e¢,s+¢)und deshalb z ¢ V; aber z € X (weil zwischen
s und y, und die zwei sind in X), und so mufl z in U sein. Es folgt [s,y] C U,
also

[u,y] = [u,s)U[s,y] CU.

Damit ist y € A und so y < s = sup A, aber y ist doch > s. Das geht schon
mal nicht.

16hier kommt die Eigenschaft von X ein Intervall zu sein ins Spiel: u,v € X, u < s < v
also s € X.
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Angenommen nun, dafl s € V. Wieder nach (6) 3¢ > 0 mit (s—¢, s+¢)NU =
(0. Jetzt ist u < s (sonst s =u € U).

Jy mit max{s —e,u} <y < s.

Da y nicht obere Schranke von A sein kann, 9z € A mit > y, also u < y < =,
y € [u,z] CU und auch y € (s — g, s + ¢), Widerspruch! O

Beispiel 12.
1. R ist ein Intervall, also zusammenhdngend.
2. Rdume in Ex 11 sind NICHT zusammenhdngend.

3. X ={(z,y) e R? | 22+ 2 < 1} U{(z,y) € R? | (z —2)2 +¢y? < 1} st
zusammenhdngend!

4. Q NICHT zusammenhingend: Q = {z € Q | v < v2}U{zr € Q | = > V2}.

6.5 Umgebungen, Beriithrungspunkte,
Innere Punkte und Haufungspunkte

Definition 36. X metrischer Raum, x € X ein Punkt. U C X heiffit Umge-
bung von z wenn 3¢ > 0 mit K (x) CU.

Proposition 21 (Umgebungseigenschaften).
1. U Umgebung von x und U CV C X = V Umgebung von x.
U,V Umgebungen von x = U NV Umgebung von x.

U Umgebung vonx = x € U.

e e

U Umgebung von x = 3 Umgebung V wvon x sodafl U Umgebung jedes
Punktes aus V.

Proof. 1. und 2. sind offensichtlich; zu 3.: Je > 0 (Kc(z) C U und 3§ >
0 (Ks(xz) €V, dann ist Kpingesy(z) SUNV. Zu4d: 3Je > 0 (K. (z) CU.
Die Kugel K.(x) ist auch Umgebung von x. Mehr noch, sie ist offen, also
Yy € K.(x)36 > 0 sodaB K5(y) C K.(z) C U. So ist also U Umgebung jedes
Punktes aus K. (z). O

Das Zusammenspiel der Begriffe ’offen’ und "Umgebung’:
Lemma 2. X metrischer Raum, x € X, U C X.

o U offen & U Umgebung jedes ihrer Punkte

e U Umgebung von x < 3G C X offen mit x € G C U.
Proof.

1. Wenn die Menge U offen ist, enthélt sie um jeden ihrer Punkte x eine
Kugel K,.(x), ist somit Umgebung jedes ihrer Punkte. Umgekehrt, falls U
Umgebung aller ihrer Punkte ist, gibt es zu jedem z € U ein K,_(z) C U,
damit ist dann U = |J, ., Ko, (z) eine Vereinigung offener Kugeln, also
offen.
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2. U Umgebung von z bedeutet: es gibt eine Kugel K, (z) C U; diese Kugel
ist eine offene Menge. Umgekehrt, x € G C U und G offen. Dann gibt es
e >0 mit K.(x) C G CU, d.h., U ist Umgebung von .

O

Eine auf einer Menge X gegebene Metrik erlaubt es, Aussagen iiber die gegen-
seitige Postition von Punkten aus X, und auch iiber Beziehungen zwischen
Punkten und Teilmengen von X zu machen. Fiir die meisten Anwendungen
ist nicht die Metrik selbst, sondern das System offener Mengen, welches sie
definiert, relevant. Wir werden spater Metriken, die das gleiche System offener
Mengen erzeugen, als gleichberechtigt ansehen und gegebenenfalls gegeneinan-
der austauschen (wenn wir meinen, etwas davon zu haben). Nach Lemma 2 ist
die Menge aller offenen Mengen (die Topologie) eines metrischen Raumes X
eng verkniipft mit dem System aller Umgebungen von Punkten von x. Wir for-
mulieren nun qualitative (Metrik unabhéngige) Beziehungen von Punkten und
Mengen.

Definition 37. X metrischer Raum, AC X, z € X.

1. x heifit Berithrungspunkt von A wenn jede Umgebung von x A schnei-
det (nichtleer!)

x heifit innerer Punkt von A wenn A Umgebung von x ist.
x heiffit Ausserer Punkt von A wenn x innerer Punkt von A€ ist.

x ist Randpunkt von A wenn x Berihrungspunkt von A und von A€ ist.

x heifft Haufungspunkt von A wenn jede Umgebung von x die Menge A
in (mindestens) einem von x verschiedenen Punkt schneidet.

Beispiel 13.

1. Jedes L ist Berihrungspunkt von A = {1 | n > 0} C R, aber auch 0 ist
Beriihrungspunkt von A. Innere Punkte hat A keine.

2. Sei A = K1(0,0) C R2%. Jeder Punkt in A ist innerer Punkt von A,
Bertihrungspunkte von A sind die Punkte in A selbst und die Punkte auf
dem Kreis {(z,y) € R? | 2% + y* = 1}. Die duferen Punkte von A sind
genau die Punkte (x,y) mit 22 +y* > 1. Randpunkte sind die Punkte auf
dem Kreis {(z,y) € R? | 2% +y? = 1}.

3. Q CR. Q hat keine inneren Punkte (es gibt keine offenen Intervalle, die
nur rationale Zahlen enthalten; das mifite es aber, wenn irgend ein x € R
innerer Punkt von Q wdre). Q hat auch keine duferen Punkte (dasselbe
Argument). Jedes x € R ist Randpunkt von Q.

Definition 38. X metrischer Raum, A C X.

A ={x € X | z ist Beriihrungspunkt von A} Abschlufl von A
A° ={z € X | z ist innerer Punkt von A} Inneres von A
A ={x € X | z ist Randpunkt von A} Rand von A

Lemma 3. X metrisch, A C X.
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1. A°CACA
2. A ist der Durchschnitt aller A enthaltenden abgeschlossenen Mengen.

A= m{C C X | C abgeschlossen A C' D A}

3. A° ist Vereinigung aller in A enthaltenen offenen Mengen.

A°=| {UC X | U offen AU C A}

4. A° = A und A= Ac°C
5. A=AnAc

Falls eine Teilmenge A eines metrischen Raums X als Teilraum betrachtet wird,
d.h.; wenn man die Menge A mit der Metrik ausstattet, die durch Einschriankung
der Metrik d: X x X — R auf A x A C X x X resultiert, dann wissen wir
schon, dafl Kugeln im Teilraum A genau die Schnitte der Kugeln in X mit der
Menge A sind,

K*a)=K.(a)N A (a € A).

In welcher Verhéltnis stehen nun die topologischen Begriffe im Teilraum A zu
denen in X7

Satz 8. Sei A Teilraum des metrischen Raumes X.

e Die Umgebungen eines Punktes a € A in A sind genau die Schnitte der
Umgebungen von a in X mit A.

e Die offenen Mengen in A sind genau die Schnitte offener Mengen aus X
mit A.

e Die abgeschlossenen Mengen in A sind genau die Schnitte abgeschlossener
Mengen aus X mit A.

7 Stetige Abbildungen
Definition 39. FEs sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rimen.
f stetigin z <= Ve > 03§ >0 mit f(Ks(z)) C K(f(z))
f heifst stetig (auf X ), wenn f stetig in x Vo € X.
Falls f nicht stetig im Punkt x ist, sagt man, f sei in z unstetig.
Lemma 4. X,Y metrisch, f: X — Y, z € X. Aquivalent sind:
1. f stetig in x.
2. Ve > 036 > Wu e X (dlu,z) <d = d(f(u), f(x)) <e).
3. ¥ Umgebung V wvon f(x) 3 Umgebung U von x mit f(U) C V.

4. Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist Umgebung von x.
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Proof. 2. ist eine Umformulierung der Definition 39, also 2. < 1. Ist V eine
Umgebung von f(z), so 3¢ > 0 mit K.(f(z)) € V. Falls f stetig in x, gibt
es also ein § > 0 mit f(Ks(x)) C K (f(x)) C V. Die Kugel Ks(x) ist selbst
Umgebung von z, also folgt 3. aus 1. Wenn umgekehrt 3. vorausgesetzt wird,
dann gibt es - da Kugeln spezielle Umgebungen (aller ihrer Punkte - also auch
ihrer Mittelpunkte) sind, zu jeder Kugel K.(f(x)) eine Umgebung U von x mit
f(U) C K.(f(x)). U enthilt eine gewisse Kugel Ks(z), also gilt f(Ks(x)) C
f(U) € K.(f(z)), d.h., f ist stetig in z, also 1. Die Aquivalenz 3. « 4. ist
gleichermaflen offenbar. O

Beispiel 14 (Stetige Abbildungen).

1. id: X — X st stetig. Fur jeden Punkt v € X und beliebiges € > 0 ist
id(K:(z)) = K:(id(x)), man kann also 6 = & wdhlen.

2. f: X — Y konstante Abbildung, f(x) = ¢ Va. Ist stetig: ganz gleich,
welchen Punkt x € X man nimmt, der Funktionswert ist immer c. Sei
also e > 0. Wihle § > 0 beliebig. Dann wird jedes z € X, also auch jedes
z € Ks(x) nach K:(f(x)) abgebildet.

3. A C X. Die Inklusion A X st stetig. Die offene e-Kugel um einen
Punkt x € A in A ist doch KA(x) = K.(z) N A. Also ist

(KA (z)) = i(K.(z) N A) = K.(z) N A C K.(i(x)).

4. X diskreter Raum, Y beliebig. Dann ist jede Abbildung f: X — Y stetig.
Fir jeden Punkt v € X ist die Einerklasse {x} eine offene Kugel um x,
2B, {a} = Ki(2). Also gilt f(Ky(2)) = f({o}) = {f(2)} € K.(f(2)) fiir
jedes € > 0.

1 z€Q

0 z€R\Q
nirgendwo stetig. Offene Kugeln in R sind (beschrinkte) offene Intervalle,
und jedes solche Intervall enthdlt sowohl rationale als auch irrationale

Punkte. Fir (0 < e < % kann es somit nie ein Intervall geben, das ganz
nach K.(0) oder K (1) abgebildet wird.

5 R— R, x— { wird Dirichlet Funktion genannt und ist

r z€Q

—x ze€R\Q
0 klappt es mit 6 = €, und fiir x # 0 kann es nicht gehn, wieder wegen der
vielen rationalen und irrationalen Zahlen in jedem offenen Intervall.

6 R— R, x+— ist stetig in 0 und unstetig Vr # 0. Fiur

7. f:R — R, o+ 22 ist stetig: Sei x € R beliebig, aber fest. Wir miissen
zeigen, dafl man zu jedem vorgelegten € > 0 ein § > 0 finden kann, sodafs
fiir beliebiges y € R, |y — x| < § zur Folge hat, daf$ |y* — 2%| < e. Sei also
€ > 0 und nehmen wir an, wir haben so ein § schon. Es gilt doch

ly* = 2®| = |(y = 2)(y +2)| =y — lly + .
Wenn nun |y — x| < 6, dann |y — z|ly + z| < d|ly + x|, und daher

ly* — 2% < dly + 2| < 8(lyl + |)). (7)
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Es gilt jetzt auch
lyl = |z < |yl = |zl < ly — 2] < &

also |y| < |z| + 0 und so |y| + |z| < 2|z| + 6. Multiplikation (auf beiden
Seiten) mit § gibt 5(|y| + |z|) < 2|z|§ + §2. Ein Blick auf (7) zeigt

ly? — 22| < 2|2|6 + 62
Wenn 6 < 1, dann ist 6> < § und es folgt
ly? — 22| < (2|z| + 1)6.

Damit |y? — 2%| < & wird, braucht § nur einfach kleiner als ﬁ 2u sein,
und das darf es. Wenn man also - bei vorgegebenem € > 0 - eine Zahl 6 so
wahlt, daff 0 < § < min{1, ﬁ}, etwas, das selbstverstindlich méglich

ist, dann ist |y? — 22| < €, und das bedeutet, f ist stetig in x. Da x beliebig
war, ist f (global) stetig.

Satz 9. XY, Z metrische Raume, X Sy 4z
1. Vo € X gilt: f stetig in x A g stetig in f(x) = go [ stetig in x.
2. f stetig A\ g stetig = go f stetig.

Proof.

1. z € X, W eine Umgebung von (g o f)(x) = g(f(z)). Wegen Stetigkeit
von g in f(z) gibt es eine Umgebung V von f(z) mit g(V) C W. Wegen
Stetigkeit von f in x gibt es eine Umgebung U von z, sodafl f(U) C V;
daher (go f)(U) = g(f(U)) S g(V) S W.

2. Folgt unmittelbar aus 1.

Korollar 5. X,Y metrisch, t c ACX, f: X —Y
1. f stetig in x = f|a stetig in x.

2. f stetig = f|a stetig.

Proof. fla = foi, wo A ' X die Inklusion. Daher folgt alles aus Example
14, 3. und Satz 9. O

Die Umkehrung gilt nicht:

Beispiel 15. Sei f die Dirichletfunktion, i die Inklusion Q — R, also
Q--rR-L R

flo = foi = const, also stetig, aber f ist so unstetig wie eine Funktion nur
sein kann.
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Betrachten wir nun eine Menge Z C Y, die so liegt, daf} sie das image einer
Abbildung f: X — Y umfafit, im(f) € Z C Y. Dann kann f auch gesehen
werden als Abbildung X — Z. Pedantisch, wie wir manchmal sind, ist das
eine von f zu unterscheidende Abbildung, daher nennen wir sie anders als f,
etwa g. Aber Graph(f) = Graph(g) und natiirlich ist f(z) = g(z) Vo € X.
Beziiglich Stetigkeit ist jedenfalls nichts zu befiirchten:

Korollar 6.
1. 1 X — Y stetiginx < g X — Z stetig in x.
2. [ X —Y stetig e g: X — Z stetig.

Fiir Stetigkeit ist es somit unerheblich, ob z.B. die Abbildung z + 2 als Ab-
bildung R — R oder als Abbildung R — Rg betrachtet wird. Fiir andere
Merkmale (z.B. Surjektivitdt) sind diese Abbildungen wohl zu unterscheiden.

Satz 10. X Y Abbildung metrischer Riume. Aquivalent sind:
1. f st stetig
. Das Urbild jeder offenen Menge in'Y ist offen in X.

. Das Urbild jeder in'Y abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen in X.

2
3
4. YACX f(A) C f(A)
5. VBCY f~Y(B°) C (f~'(B))°

Proof. (1. — 2.) Sei G C Y offen, z € f~1(G). Dann ist f(z) € G, also Je > 0
mit K.(f(z)) € G. Weil f in  stetig ist, 38 > 0 mit f(Ks(z)) € K.(f(x)),
also f(Ks(z)) C G und daher Ks(x) C f~1(G). Die Menge f~1(G) enthiilt also
um jeden ihrer Punkte eine offene Kugel, ist daher offen.'”

(2. = 1)z € X, e > 0. Die Kugel K.(f(x)) ist offen in Y, ihre Urbild
FYUK.(f(x))) ist somit offen in X. Das bedeutet, es enthilt um jeden seiner
Punkte eine Kugel, also auch um x: 36 > 0 Ks(x) C f~1(K.(f(x))). Es folgt

f(Ks(x)) C fFH(K(f(2))) € Ke(f(2)).

Wir haben damit nachgewiesen, daf§ f stetig in . Da x € X beliebig war, ist f
stetig.

(2. < 3.) Ist simpel, denn: Eine Menge ist abgeschlossen, genau dann, wenn ihr
Komplement offen ist; und: f~1(B¢) = (f~1(B))¢ fiir beliebiges B C Y.

(1. = 4.) Sei A C X und y € f(A). Dann 3z € A mit f(x) = y. Zu beliebiger
Umgebung V von y gibt es eine Umgebung U von z sodaf f(U) C V.*® Nun ist
2 Bertihrungspunkt von A, also schneidet die Umgebung U von x die Menge A:
Ja € U N A. Daher ist f(a) € f(U)N f(A) CV N f(A), das heifit, V schneidet
f(A). Das bedeutet, y ist Berithrungspunkt von f(A), also y € f(A). Daher

fA) € f(A).

I"Mit den Zusammenhingen aus Lemma 2 geht es schneller: G C Y offen, z € f~1(G)
= f(z) € G, G Umgebung von f(z), daher f~'(G) Umgebung von x (wegen Lemma 4).
Nochmals wegen Lemma 2 ist f~1(G) C X offen.

18weil f stetig in «, und Lemma 4.
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(4. — 3.) Sei B C Y abgeschlossen. Wir setzen A:= f~!(B). Nach Vorrausset-
zung gilt f(A) C f(A), also

f(f-UB)CffY(B)cB=B
Anwendung der Regeln fiir das Urbild gibt:
fUB) S (B S fUB) S (B

O

Das Bild einer offenen (abgeschlossenen) Menge unter einer stetigen Abbildung
muf} nicht offen (abgeschlossen) sein. Das sieht man schon an einer Inklusion
A — X wobei A nicht offen sei in X. A ist offen in A, ihr Bild - wieder A -
nicht offen in X. Aber auch:

Beispiel 16.
1. iR — R, 2+ 2% A= (-1,1) ist offen in R, f(A) =[0,1) nicht.

2. Die Menge A = {1,2,3,...} ist abgeschlossen in R, ihr Bild unter RT™ —

R, z — 1 ist die Menge {1, 3, %, ...}, die nicht abgeschlossen in R ist.t?

8 Aquivalente Normen

Jede Norm N:V — R auf einem reellen Vektorraum V' induziert eine Metrik
d:V xV — R und dadurch ein System offener Mengen, eine Topologie.
Lemma 4 und Satz 10 sagen unter anderem, daf fiir die Eigenschaft einer Ab-
bildung X — Y stetig zu sein, die Topologien von X und Y verantwortlich
sind und nicht die Metriken oder die Normen. Wir konnen also - wenn es
um Stetigkeit geht - Normen (Metriken), welche ein und dieselbe Topologie
induzieren, gegeneinander austauschen.

Definition 40. Zwei Normen Ny, No:V — R heiffen dquivalent, wenn die
von thnen induzierten Metriken die gleiche Topologie erzeugen.

Wir schreiben N7 ~ Na, falls N7 und N, dquivalent sind.

Lemma 5. Zwei Metriken di,ds auf der Menge X erzeugen dieselbe Topologie
auf X genau dann, wenn Vr € X jede offene di-Kugel um x eine offene do-
Kugel (mit einem i.a. anderen Radius) um x enthdlt?® und umgekehrt, jede
offene dy-Kugel um x auch eine offene di-Kugel um x.

Proof. Falls die beiden Topologien gleich sind, ist jede offene di-Kugel - als eine
di-offene Menge - auch ds-offen, enthalt also um jeden ihrer Punkte eine ds-
Kugel, also auch um ihren signierten Mittelpunkt. Die Rollen von d; und ds in
diesem Argument sind symmetrisch. Umgekehrt: Es gelte

Vo e X (Vs > 030 > 0 (K®(z) € K% (2)) AVe > 036 > 0 (K& (z) € K% (z))) .

Y9DaB die Menge A hier unbeschrinkt ist, hat System. Ein analoges Beispiel mit einer
Menge A C R, welche abgeschlossen und beschrankt ist, kann es nicht geben.

20mit ‘offene Kugel um 2’ ist gemeint: ‘offene Kugel mit Mittelpunkt =’ also ein K¢ (x), fiir
irgendein € > 0.
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Ist nun U C X offen beziiglich d;, so gibt es um jeden Punkt x € U eine d;-
Kugel, die ganz in U liegt. Jede dieser Kugeln enthélt eine do-Kugel, also ist U
offen bez. ds. Es folgt, dafl jede d;-offene Menge auch ds-offen ist. Genauso ist
jede ds-offene Menge auch dp-offen, i.e., die beiden Topologien sind identisch.

O

Proposition 22. Es seien N1, No: V' — R Normen uf dem reellen Vektorraum
V. Dann gilt

N1~ Ny <= FJa>038 >0z €V alNi(z) < Nao(z) < BN1(z).

Proof. («) z € V. Sei KN1(z) eine offene Kugel bez. Nj. Ist y € KY2(xz),
so No(y — x) < ar, somit aNi(y — ) < Na(y —x) < ar, also Ni(y —z) < r,
und das bedeutet y € KV (x). Wir finden daher in jeder offenen Nj-Kugel mit
Radius r die offene No-Kugel mit Radius ar. Genauso, wenn y € K %\71 (z), dann
Ni(y —x) < 5, und so Na(y — ) < BN1(y — ) <r, das heifit, y € KN2(z). Es
gilt also immer Kgl (r) C KN2(x).

(=) Zur Einskugel K{"2(0) um den Nullpunkt muf es ein r > 0 geben mit
KN1(0) € K{Y2(0). Yz € V gilt dann Ny (z) < r = Ny(x) < 1. Genauso 3s > 0
sodaB KN2(0) C K1¥'(0), also Vo € V (Na(z) < s = Ny(z) < 1).

Sei x € V'\ {0}. Dann ist 33 oy & ein Vektor von Ni-Norm < 7, denn

T T T
N(——2)=—N(2)== <r
1<2N1(x)x) 2N, (2) @) =g <r

Daher folgt
.
No——a)<1
2(2N1<x>””> !

also gy Na(z) < 1, und so Na(z) < 2Ny ().

Analog, N» <2N§(I)x) = 2N‘:(x) Ny(x) = § < s und daher N; (Wg(m)x) <1,
also $Ni(x) < Na(x). Fiir beliebiges z # 0 gilt also

2
SNi(@) < Na(z) < ~Ni(a),
und daher fiir alle 2 € V' (auch fiir z = 0)

s 2
U
Beispiel 17. Ni(z) = 377, [z, Nao(x) = (/375 @5 und N3(z) = max]_, |z;]

sind Normen auf dem Vektorraum R™. Da

|lz:| < m%f<|95j| = N3(z), (1<i<n)
pad

folgt durch Aufsummieren dieser Ungleichungen, dafi Ni(z) = Y i, |z;] <
nN3(z). Es gilt aber auch maxj_; |x;| < 22;1 |z;], also N3(z) < Ni(z); insge-
samt

Ni(z) < N1(z) <nNs(z) VzeR" (8)
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Dann gilt noch 22 = |z;|* < (max}’zl \xj|)2 = N3(x)2. Aufsummieren und die
Wurzelziehen liefert

Z:vf < v/nN3(z)? = /nN3(z).
i=1

n 2 n n
(maszl “TJD < Zj:l |z;]? = Zj:l x?, also

No(o) = \/<j§;<|xj|)2 AER

im Ganzen somit

Wir sehen so, dafl Ny ~ N3 und Ny ~ N3. Weil die Relation ¢ ~’ eine
Aquivalenzrelation ist, folgt Ny ~ No von selbst. Wollen wir es explizit sehen,
so folgt aus (8) und (9) sofort

Ni(z) < nN3(z) < nNz(x) und LNg(a:) < N3(z) < Ny (o)

NG <

also insgesamt
1
n

vn

Je zwei der Normen Ni, No, N3 sind dquivalent.?!

21In Wahrheit sind alle Normen auf R™ zueinander dquivalent. Der R™ mit seiner natiirlichen
Topologie resultiert aus jeder moglichen Interpretation als normiertem Raum.
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