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SS2003

1.

Funktionen

Darstellung von Funktionen

Wertetabelle

Beispiel: A=
B

Graph

xy-Ebene ist ein Produkt von R mit sich selbst, RxR oder R”.

d.h. {(x,y)| xR,y e R} (Menge aller Paare bzw. Produktmenge.

Wenn A und B endlich sind:
Produktmenge = {(1, A), (1, B), ..., (2, A), ..., (4, Z)}
f=1{(1,A), (2, A),(3,2), 4 X)}

Funktionsvorschrift

x> x?

Schreibweise: f: A — B; x +—> Ausdruck

A ... Urmenge, Menge der Stellen
B ... Bildmenge
Ausdruck ... Funktionsvorschrift

Beispiel:

f:R—>R;2x > x* (= falsche Syntax)

\
2x=y

.
2
2
=2
4
2
o
4

V=
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flofiAd—> A4 id, identisch
fof":B—>B idg identisch

Eine Funktion g:B — Aund fiir die go f =id , ist, hei}t linksinverse Funktion von f.
Berechnen der inversen Funktion falls die Funktion durch Term gegeben ist.

f:4A-> B;x— F(x)

Ansatz:
y=F(x)
y=T7x-2
y+2="7x Versuch x auf eine Seite zu bringen
r2_ .
7
Umkehrfunktion: f™':B — 4; y yTJr2

Weitere Bezeichnungen:

f: A— B sei eine beliebige Funktion

Das Bild von f'geschrieben f{A4) ist die Funktion definiert als
{b|es gibtein a € Asodass f(a)=>}.

Es gilt: f(A)c B

f(A)=B = fsurjektiv.

Jede Funktion f: 4 — B induziert eine Relation ~, durch @, ~, a, < f, ~ /.-

Das ist eine Aquivalenzrelation d.h.

a, ~a, Reflexivitit
a,~a,=a,~a, Symmetrie
a, ~a, Na, ~a, = a, ~ a, Transitivitdt
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2. Reelle Zahlen

"Antike Def.": Eine reelle Zahl ist eine Proportion von zwei messbaren Grof3en.

Bsp: | { o} 1=2,1

"Rechenoperationen" sind in der Regel geometrisch definiert.
Bsp. Addition:

L
I

+ |

Vermutung: Jede Proportion lésst sich beschreiben als Verhiltnis zweier natiirlicher Zahlen.

Falsch: Das Verhéltnis von Seite und Diagonale eines Quadrats ldsst sich nicht durch Zahlen
ausdriicken.
"irrationale Proportion"

d:s=\/§
peL

d V2 ist keine rationale Zahl der Form 7
qe

Einfiihrung des Dezimalsystems

Def.: Eine Dezimalzahl ist eine endliche Kette von Zeichen aus {0, 1, ..., 9, ., +, -} mit
folgenden syntaktischen Eigenschaften:
[ +]-]Zahlen . Zahlen

1,0 : 3,0 =0,3333... = kein endlicher String

Def. 1: Ein unendlicher String aus einem Alphabet £ (in unserem Fall {0, 1, ..., 9, ., +, -}) ist
eine Zeichenkette die nie abbricht.

Def. 2: Ein String ist eine Funktion N — X
z.B.: 1,234 wobei
1 2 3 4

) A2)A3)A4)

Def. 3: Eine unendliche Dezimalentwicklung ist ein unendlicher String aus dem Alphabet X
(wie oben), mit den obigen syntaktischen Beschrankungen.

0,999999... ) )
Problem: mussten die selben reellen Zahlen sein.
1,000000...
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Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf den unendlichen Dezimalentwicklungen.

a~bsa=b
oder
a endet mit einer unendlichen Folge von 9en,
b endet mit einer unendlichen Folge von Oen
und der Teil vor diesen beiden unendlichen Folgen unterscheidet sich um 1 oder umgekehrt.

z.B.: 0,23999... ~ 0,24000...
- Def: Eine reelle zahl ist eine Aquivalenzklasse von Dezimalentwicklungen.

Beobachtung: Jede Klasse hat entweder ein oder zwei Elemente, d.h. jede reelle Zahl besitzt
entweder eine oder zwei Dezimalentwicklungen.

Darstellung von unendlichen Dezimalentwicklungen am Computer

Periodische Dezimalentwicklung
0,3333333...=0,'3'

d.h. ¥ wird erweitert mit ', was die Periode markiert.
0,23'9'
1,’0" : 7,'0" = 0,'142857'

Satz: Jede rationale zahl lésst sich als periodische Dezmalentwicklung darstellen.
Nichtperiodische Dezimalentwicklungen:

7 =3.14159265358979323846264338328...
a =0,12345678910111213141516171819202122...

V2 =1.41421356237309504880168872421....

a ldsst sich endlich beschreiben durch ein kurzes Programm (Algorithmus) dass diese
unendliche Zeichenkette ausdriickt.

Unendliche Dezimalentwicklungen die sich durch eine Turingmaschine (Programm) endlich
beschreiben lassen heiflen gesetzmdBig oder berechenbar.

Wie rechnet man mit diesen reellen Zahlen?
(d.h. Klassen von unendlichen Dezimalentwicklungen)

Bsp.: Addition

Versuch 1: Verschiebe so dass "," untereinanderstehen.
23,147908...

+ 0,053664...

- Die Methode wie bei endlichen Dezimalzahlen "von rechts nach links" ist hier nicht
moglich.
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Versuch 2: Abbruch bei n-ter Stelle hinter ",)" firn=1, 2, 3, 4, 5, ...

23,1 23,14 23,147 23,1479
+ 0,0 + 0,05 + 0,053 + 0,0536
23,1 23,19 23,200 23,2015

Summe ist 23,2015... = scheint zu funktionieren

Das Ergebnis ergibt sich als Grenzwert einer Folge
a, =231, a,=23,19; ..

Grenzwert: %im a,=23,201... (ndheres liber Grenzwert spéter)

Dieser Versuch zielt darauf ab, eine Turingmaschine "T+" zu konstruieren, die drei Bander
hat. (Zwei Lese- und ein Schreibband). Auf den ersten beiden Bindern werden die Eingaben
(Summanden) geschrieben (durch eine Turingmaschine "TA" und "Tg") und auf das
Ausgabeband das Ergebnis.

Band 1: 0,33333...

Band 2: 0,66666...

Um die erste Ziffer des Resultates zu berechnen miisste "T+" unendlich weit nach rechts
lesen. Wenn die beiden Eingaben wie oben sind kann "T+" die erste Ziffer des Resultats nicht
schreiben. - lésst sich reparieren durch die zusétzliche Ziffer -1.
Bsp.: 0,333332

0,666666

1,0000-1

Def.: Eine reelle Zahl heif3t berechenbar wenn sie sich beliebig genau approximieren lasst,
d.h. es gibt ein Programm, das bei Eingabe n eine (endliche) Dezimalzahl a, ausgibt, so dass

a,—a|<10™".
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3. Folgen und Reihen

Def.: Eine Folge von reellen Zahlen ist eine Funktion N —> R .

Notation: Ist a:N — R eine Folge, so schreiben wir a, fiir a(n).

Die Funktion n +— a, wird geschrieben (a,), .

-> Arithmetische Folge: a, =kn+d
(d, d+k, d+2k, ...)
(kn+d),

- Konstante Folge: ¢, =(c,c,c,c,...)

an+1
a

n

- Geometrische Folge: = const.
a,=aq"; (aq"),
(a, aq, ag?, aq®, ...)

- Rekursiv definierte Folge: a, =a; a,,, =qa, (rekursive def. der geometrischen Folge)

n+l

Fibonecci-Folge: a,=1; a,=1; a,,=a, +a,

n+l

Spezialfall: Iteration von F: a, =a; a,,= f(a,),wobei f:R—>R

Beilspiel: f:x+>cosx,dh. a,=0; a,, =cosa,

(1; 0,540, 0,858; 0,654; 0,793; 0,791, 0,764; 0,723; 0,750; ...)
Grenzwert: 0,739.
Konvergiert gegen einen Fixpunkt von /. In diesem Fall: cos(0,739)=0,739.

Ein Wert x sodass f(x) = x heilit Fixpunkt von f. Iterationen von Funktionen fiihren zu
Fixpunkten. ,,Attraktive Fixpunkte* x sond solche, bei denen rekursive Folgen a, , = f(a,)
gegen x konvergieren, wenn der Startwert a, in einem Intervall um x liegt.

(,,Attraktionsgebiet*).
Das muss nicht immer so sein:

Beispiel: Iteration f:R — R; x> 4x(1-x)

a, = g; a,, =4a,(1-a,)
Die Folge hat keinen Grenzwert, sondern zeigt chaotisches Verhalten im Intervall
[0,1]. (Intervall [0,1]={xeR|0<x<1})

Die Folge kommt jeder Zahl « €[0,1] unendlich oft beliebig nahe.
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Eigenschaften von Folgen

Def.: (a,), heilt monoton steigend (fallend) wenn fiir alle n gilta,,, >a, (a, <a,).

(a,), heilt streng monoton steigend (fallend) wenn fiir alle » gilt

an+1 > an (an+1 < an) .

monoton steigend wenn k£ >0
monoton fallend wenn £ <0
Beispiel: (k, +d), ist | streng monoton steigend wenn & >0

streng monoton fallend wenn k£ <0

(a,), heilt nach oben beschrinkt (nach unten beschrénkt) wenn es eine Zahl M gibt
sodass fiir alle n gilta, <M (a,2M).

Beispiel: a,= n+2 ist nach unten durch 0 (a, = n+2 >0)
n+1 n+l1
n+2

und ist nach oben durch 2 beschrénkt (a, = — <2).
n+

Bewels:
n+2£2
n+l

n+2<2(n+l)
n+2<2n+2
0<n

ist richtig fiir allen e N .

Eine Folge hei3it genau dann beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrénkt ist.

Geometrische Fo

Wichtig: Zuerst M wihlen, unabhingig von n!

Proposition (Sitzchen):
Jede monoton steigende Folge ist nach unten beschrinkt.
Jede monoton fallende Folge ist nach oben beschrinkt.

Eine Folge (a,), heiBit Nullfolge wenn es fiir jedes Intervall [-X|X] um 0 (d.h. £ >0) gilt

dass nur endlich viele Folgeglieder auBlerhalb liegen. (Das heifit die Folge bleibt beliebig nahe
bei 0, konvergiert gegen 0).
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Beispiel: a, = 1 ist eine Nullfolge
n

2=10"°
Fast alle Folgeglieder a, liegen im Intervall [-107° |107°], denn

a,>0>-10"°

ansm*@lgo*@nzmﬁ
n

Die Folgeglieder (@,00000> 10000015 ---) Sind alle im Intervall.

Beispiel: (ag"), ist eine Nullfolge wenn |g|<I.

Insbesondere sind Nullfolgen beschrénkt.
Grenzwert

Def 1.: Die Folge(a, ), hat den Grenzwert a genau dann, wenn die Folge (a, —a), eine
Nullfolge ist.

Def 2.: (dquivalent dazu): Die Folge (a,), hat den Grenzwert a, wenn fiir jedes Intervall
[a—Z|a+ZX] (£>0) gilt, dass nur endlich viele Glieder auBerhalb liegen.

Beispiele: a =17 2 hat den Grenzwert 1.

"o+l
a,=0; a,, =cosa, hatden Grenzwert a=0,739...

Def.: Sei(a,), eine Folge a € R . Eine reelle Zahl a heiflt Hiufungswert der Folge, wenn
jedes Intervall [a—2|a+X] (£ > 0) unendlich viele Folgeglieder enthlt.

Beispiele: (a(=1)"), besitzt zwei Haufungswerte, ndmlich a und —a.

(a,-a,a,-a,a,...)

((—l)n Az +1) besitzt zwei Hiufungswerte, nimlich 1 und -1.
n

(-1; 1,5; -1,33; 1,25; -1,2; 1,17; ...)
Diese Folge besitzt zwei Teilfolgen mit Grenzwert -1, 1.

n

Satz: Sei(a,), eine Folge aeR.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) aist Haufungswert der Folge(a,), .

2) Es existiert eine Teilfolge (b,), = (af(n)) mit Grenzwert a.

-9- by veliant



Mathematik 1 (Analysis) SS2003

Grenzwert Notation

a ist Grenzwert von(a, ), .

a=lima, Falls(a,), keinen Grenzwert besitzt, so hat der Ausdruck lima, keinen

n—0 n—»0

Wert.
Rechenregeln fiir den Grenzwert

Addition und Multiplikation von Folgen erfolgt Gliedweise.

(a,),+(b,), =(a,+b,),
(a,),,), =(a,-b,),

Wenn(a,), und(b,), konvergieren (d.h. es existiert ein Grenzwert) so gilt
lim(a, +b, ) = (liman)Jr(limbn)

lim(an 'bn) — (liman)-(limbn)

n—>0 n—>0 n—>0

Beispiel:  lim™ 2 = fim[1+——]| = limi+lim—— = 140 = 1
n—o p 41 n—»o n+1 n—»0 n—o p 41
Nebenrechnung: nt2 n+1+ L 1+L
n+l n+l n+l n+1

Konvergenzrate ist eine Funktion N : R* — N so dass fiir alle X, n gilt:
Wenmn n>2N(Z)=a,ela-Z,a+X].

Beispiel:
Wenn z.B. 3 =10, dann liegen alle Folgeglieder ab N(10°) in einem 10™-Intervall
um den Grenzwert.

D.h. um den Grenzwert bis auf Genauigkeit 10 zu bestimmen, reicht es das
N(10%)-te Glied auszurechnen.

Folge (lj N(10%=10"°
n n

Grenzwert ist hochstens 10 von ajg0000 entfernt.
—> sehr schlechte Konvergenz.

(a,), :((1+l) J Grenzwert e =2,7182...
n

um 4 Stellen berechnen zu kénnen sind 10000 Berechnungen notig.
—> schlechte Konvergenz.

-10 - by veliant
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Gute Konvergenz: Geometrische Folge (|g|<1)

ez e ()

Konvergenzrate: lim (lj =0

n—w\ 2
Fiir Konvergenzrate N :R™ — N muss gelten a,,, €[-2, 2]
a, e[-2X|Z] firn> N(Z)

(l) >0>-2X%
2

1
n log—
[lj =L<Z<:>2”Zl n> Z=log2l
2 2" )y log?2 )
£=10"
6
N(Z):loglO _ 6 18
log2 0,27
Wenn N(X) ~ log (%j (Anm.: ~...proportional)

(d.h. um m Stellen zu berechnen (£ =10"°, N(X) ~ m ) braucht man ~, Folgeglieder), so heifit
die Konvergenz linear.

Behauptung: Die Folge a, =0, a,,, =cosa, konvergiert linear.

> Y+l
Noch schnellere Konvergenz: Quadratische Konvergenz.
Um m Stellen zu berechnen braucht man ca. log m Folgeglieder.
2
a,+—

Beispiel: a,, = 5 N quadratisch konvergierende Folge.

Grofi O- und klein o-Notation
(wichtig fiir Folgen ohne Grenzwert)

Def.: Esseien(a,), und (b,), zwei Folgen reeller Zahlen. Man sagt:

e g, istein O(b,) wenn die Folge [%j beschrankt ist.

n

e g istein o(b,) wenn die Folge (Z—”J eine Nullfolge ist.

n/n

-11 - by veliant
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Beispiele:

Proposition:

Beispiel:

>
>

YV VV V V V

a,=n+1)(n+2)

b, =n’

2
ﬂ:(n+1)(2n+2):n +32n+2:1+§+£2
b n n n o n

n

limﬂ =1, insbesondere ist [%j beschrankt.

n—0

n n

Dabher ista, ein O(b,) .
- (n+1)(n+2) wichst hochstens quadratisch.

1 2

a,=n-Nn=n-n*=n’
_ 2
b, =n

a ng 2—2 _1 1
In 2 3 =p?2= -> Nullfolge

b, n E

Daher ista, ein o(b,).

Wenna, eino(b, ) ist, dann ist es auch einO(b,) .
Wenna, einO(b,) undb, ein O(c, ) ist, dann ist aucha, einO(c,) .

Beweis:

GG by

al’l bn an

Wenn [ <M, |*<M,,dann ist[ < <M,-M,
n n an

Wenna, eino(b,) undb, eino(c,)ist, dann ist aucha, eino(c,).
Wenna, und b, beide O(c, ) sind, dann aucha, +b, bzw. a, —b, .
Wenna, undb, beideo(c, ) sind, dann aucha, +b, bzw. a, - b, .
n® ist o(n”)falls a < b.

logn ist o(n).

n" ist o(2")fiiralle k e N .

Laufzeit eines Algorithmus:

Wenn die Eingabe Linge n hat, terminiert der Algorithmus z.B. nach héchstens
5

sin g +log(n)+n® +2" +7 Schritten.

-> cinfachere, aber fast genauso informative Aussage:
Die Anzahl der Schritte bis zur Termination ist ein O(2"). (2" wéchst am
stirksten.)

-12 - by veliant
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Reihen

Sei(a,), eine Folge.
Wir definieren die folgenden Teilsummen:

Sy =4,
S, :a0+a1

S, :a0+a1+a2
S :S’1+Cl

n n+l

n
s, =a,+..+a,=Y.a,
i=0

Jede Folge ist eine Reihe.
Beweis: Sei (b,), eine beliebige Folge.

Definiere(a,), durch a,=5b,, a,=b,-b, ,.

S =a,+a,+a,+..+a
. 0 1 2 7
Dannist " '

fundamentales Beispiel:
(an)n:(a'qn)n’ a7qER

s,=) (a-q)=a-) ¢
i=0

i=0

_ 2 3 n
S, —a+aq+aq +Clq +...+Clq

q-s,=aq+aq’ +aq’ +..+aq"" rekursive Darstellung

a+q-s,=a+aq+aq’ +..+aq""' =s,,,

n

Die Reihe besitzt einen Grenzwert, falls |g| < 1.
Das ist der Fixpunkt der Funktion x — a+¢gx.

Berechnung des Grenzwerts:

X=a+qx
X—qgx=a
x(1-g)=a
a
X=—
I-¢
lim Za :Zai > Z(aq’)zi
"N =0 i=0 i=0 l-¢q

=B +B—P+ B~ B +..+b —b  =b

S,=a, S,.,=a+q-s, -> rekursive Definition der geometrischen Reihe.

-13 -
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Beispiel Achilles
Achilles lduft 10 mal so schnell wie die Schildkrod. Schildkrod hat einen Vorsprung
von 100m.
Distanz bei der Achilles Schildkrod einholt:

100+10+1+L+L+L+
10 100 1000

> S00[ | =19 10 im
< o) 1T
10

Konvergenzkriterien fiir Reihen

¢ notwendiges Kriterium: falls Reihe konvergiert ist dieses erfiillt.
e hinreichendes Kriterium: falls Kriterium erfiillt, ist Reihe konvergent.

Satz: Essei (a,), eine Folge.

Die Rethe (s,), = (z anj kann nur dann konvergent sein, wenn (a,), eine Nullfolge
i=0

n

ist. (notwendiges Kriterium).

Beispiel:
Geometrische Reihe: Quotientg =1, a=1.

iaqi =ili =i1=1+1+1+...
i=0 i=0 i=0

-> Grenzwert existiert nicht, da (1), keine Nullfolge ist.

g=-1, a=1
Dag'=> (=) =1-1+1-1+1-...
i=0 i=0

- Grenzwert existiert nicht. (2 Haufungswerte, 0 und 1).

Beispiel einer Nullfolge, deren Reihe der Teilsummen keinen Grenzwert hat.
,,Harmonische Reihe*
1 1 1 1 1 1
@~ S, Z,l ;l ottt
Beweis: Abschitzung durch eine andere Reihe:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+—+—+

1+—+—+—+————+l —t—t—F—F—F—+—
2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

! 111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+—F+—+—

2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16 32

T 1 1 1

2 2 2 2

I 1 1 1

—+—F—+—+..=©

2 2 2 2

-14 - by veliant
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Satz: Essei (a,), eine Folge. Wenn zwei reelle Zahlen a,q < 1 existieren, so dass |an| <aq"

fiir alle n, dann konvergiert die Reihe Zai .
i=0
Beweis:
Idee: Die Reihe ist ,.kleiner als eine geometrische Reihe. Von der geometrischen

Reihe weil3 man dass ein Grenzwert existiert.
Beispiel.:

=1 iy .1
Grenzwert Z— existiert weil <1
i=1 Zl °1 2” ‘n ;

(%) . (hinreichendes Kriterium)

—_—
g<l1

Zweites hinreichendes Kriterium:

Satz: Essei (a,), eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe
Y (-Va=a-a,+a,—a,+...
i=1
Beispiel:
1
(an )n =
n
Z(_l)l: -1 l_l_,_l_l
P i 2 3 45
Grenzwert existiert:
1
15
1
+“TQ
-1 o 0
2
"3
-1
Beweis:

Das Intervall zwischen s, und s, ,, enthdlt alle nachfolgenden Teilsummen. Die Lange
des Intervalls ist a,,, und das ist eine Nullfolge.

Folgen von Elementen im R*. D.h. Paare (a,,b,), (a,,b,), (a;,b,),... oder Punkte in der Ebene.
Irgendwo in der Ebene gibt es eine Haufungsstelle 2 Grenzwert.

Def.: Folge ((an,bn ))n von Elementen in R heiBt beschrinkt wenn es eine Zahl M gibt so
dass fiirallen gilt -M <a, <M und —M <b <M . (quadratisches Kastl).

-15-
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Def 1.: Ein Element (a,b) ist Grenzwert der Folge ((a,,b,)) wenn es fiir jedes X > 0 einen

Index N gibt so dass alle nachkommenden Folgeglieder (a,,,,b,,,) in einer X -
Umgebung von (a,b) liegen. (In einem Kreis mit Mittelpunkt (a,b) und Radius X .

Def 2.: Eine Folge ((a b ))n ist konvergent wenn die Folgen(a,), und (b,), beide

n>=n

konvergent sind. In diesem Fall gilt lim(a,,b,) = (lim a,,lim bn) :

-16 - by veliant
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4. Stetigkeit

A

GW=AGW)

v

—> stetige Funktion

v

—> unstetige Funktion

Weg-Zeit-Funktionen sind immer stetig.

Def.: Essei f:R— R eine Funktion.
Dann heif3t f'stetig wenn fiir jede konvergente Folge (a,), gilt die Folge der
Funktionswerte (f(a,)) ist ebenfalls konvergent, und lim f(a,) = f (lim a, )
(Limesanwendung und Funktion werden vertauscht.)

Vorteil dieser Definition gegen iiber ,,zeichnen ohne abzusetzen®: Sie ldsst sich
verallgemeinern auf Funktionen f:R> - R, bzw. R*> > R*, bzw. R” - R".

Def.: Eine Funktion f:R" — R" heift stetig wenn fiir jede konvergente Folge
(a,,....a, ), im R" die Folge der Funktionswerte (f(al’n,...,am’i)) konvergiert und

i
lim £(ay-a,,,), = / (lim(a..a,,))
11— [—00

Beispiel:
plus R* >R, (a,b)>a+b - stetig
mal R’>—>R, (a,b)—ab - stetig

Beweis:
Grenzwertsétze fur + und *.
lim(a, +b,)=lima, +1limb, analog flr *.
n—oo n—0

n—>0

-17 - by veliant
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Satz: Die Komposition von zwei stetigen Funktionen ist stetig. D.h. wenn f:R — R stetig
und g:R — R stetig, dann ist auch fog:R —> R stetig.

Folgerung:
Alle Polynomfunktionen (Kompositionen von + und *) sind stetig.
Polynomfunktion:
x> ax +ax " +.+a,
a,...,a, Koeffizientene R .
Beispiel: ¥ =1 x7+4x° -5

Weitere wichtige stetige Funktionen:
exp, :R—>R; x—>a’
log,:R" > R; x> log, x (Die eindeutig bestimmte Zahl y sodass a” =x.)
sin:R—>R; xt>sinx
cos:R—>R; x> cosx

T
tan: [-—,— > R; x> tanx
} 2 2[

Mittelwertsatz:
Essei f:[a,b] > R stetig. Es seien f(a)#0 und f(b)# 0 von unterschiedlichen

Vorzeichen. (D.h. f(a)<0, f(b)>0 oder umgekehrt.) Dann existiert eine Nullstelle
cela,b] und f(c)=0.

A

Ab)

v

o4

Nullstelle b

Aa)

Da der Funktionsgraph ohne absetzen gezeichnet werden kann, muss die x-Achse
irgendwann gekreuzt werden. Kreuzungspunkt = Nullstelle.

Verfahren zum Auffinden der Nullstelle:  (Bisektionsverfahren) (vgl. Bindres suchen)
e Untersuche das Vorzeichen des Funktionswerts beim Mittelpunkt des Intervalls
der Definitionsmenge.
e Falls 0: Nullstelle gefunden.
e Falls +/- schrinke die Suche auf den linken/rechten Teil des Intervalls ein bei
dem der Vorzeichenwechsel passiert.
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Wie schnell konvergiert dieses Verfahren?

Nach n Schritten ist der Suchraum ein Intervall der Lénge

D.h. N(b_aj—n bz_nazz

n

n=log, (b ;‘ a J - lineare Konvergenz.

Um n Stellen zu kennen, sind O(n) (Operationen) Iterationen
auszufiihren.

Maximumsatz:
Essei f:[a,b] > R eine stetige Funktion. Dann existiert einc € [a,b] sodass

f(c)= f(x) firalle x €[a,b].

A

v

a c b

Fiir unstetige Funktionen muss der Maximumsatz nicht funktionieren.

200

150l

100[

so

():2 (1"4 0,6 0.8 1
1
— fallsx#0
Fi01] >R f(x)=4x

0fallsx=0
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Erweiterung des Definitionsbereichs von stetigen Funktionen
Es sei ]a,b[ ein Intervall, |a,b[ = {x|a <x<b}.
Weiters sei f:|a,b[ > R eine stetige Funktion.

Angenommen, fiir jede Folge(a,), mit a, € |a,b[ und  lima, =a  konvergiert

n—>0

Grenzwert ist Randpunkt
(f(a,)),  und der Grenzwert ist immer die selbe Zahl c.

\ﬁf_—/
Folge der Funktionswerte

Dann lésst sich f auf den Randpunkt fortsetzen:

J} '[a b[—)]R J’(x)z f(x) fallsxe]a,b[
e ’ ¢ falls x = a
Beispiel:

2 —
f:]l,Z[—)]R; X2 11
x—

Folge a, :1+l

1+—-1 - " " "
n n
n’+2n+1-n")n
_ 2 Jn_ 2n+1 S 2t
n n n—»0 n _
x* -1
- fall 1 .
c=2 f(x)=9 x-1 als x> - stetig.
2 fallsx =1
Bemerkung:
2
X 1:(x 1)(x+1)=er1
x—1 x—1 -

Analog spricht man von stetigen Fortsetzungen von Funktionen auf den rechten Randpunkt
bzw. auf den fehlenden Punkt a im Definitionsbereich D =R —{a} .

Beispiel:

2

IR R, x>

xX—

ist fiir x e R—{1} definiert und lésst sich auf x = 1 stetig

fortsetzen.
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Def.: Wenn f:D, - R stetig und ]7”:D1 — R sodass D, ¢ D, und fdie Einschrinkung

von }’ auf D, ist, und }’ stetig, so heiBt} eine stetige Fortsetzung von f auf D, .
Satz: Falls D, =R-{a}, D, =R, dann gibt es hochstens eine stetige Fortsetzung.

Beispiel:
Stetige Funktion, die sich nicht fortsetzen lasst:

f:R—{O}—)R;le
x

7.5

250

10 3 ; 5 10

| e |

-10

Zusammenstiickeln von stetigen Funktionen aus Funktionen die auf Intervallen definiert
sind

Es seien a =q, <a, <a, <..<a, =b Zahlen, die das Intervall [a,b] in Teilintervalle
unterteilen. [a,b]=[a,,a,]U[a,,a,]U...U[a, .a,].

Weiters seien f;:[a,,a,,,] > R stetig (i =1,..,n—1).

AuBerdem gelte f(a,,)= f.,(a,,) (= Randpunkte stimmen {iberein)

Dann ist die Splinefunktion f durch Zusammenstiickeln der f, definiert wie folgt:

f(x)=fi(x), fallsx e [ai,am] .
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Die Funktion ist stetig.

v

|| x fiir x €[ 0,00
i —x fiir x € |0, 0]
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5. Differenzialrechnung

Es sei feine Zeit-Weg-Funktion.

A bewegt sich von Punkt p, nach p,.Zum Zeitpunkt f befindet sich 4 im Punkt £{7).

f(to):pos f(t]):p]'

A

Pt

prl T

" 0 t t.l r«l r1
Wie grof} ist die Geschwindigkeit von A zum Zeitpunkt ¢?

Durchschnittliche Geschwindigkeit zwischen Zeitpunkt #, und ¢, ?

zuriickgelegter Weg  f(2,) - f(¢;)
verstrichene Zeit t,—t,

Was ist aber die augenblickliche Geschwindigkeit?

Idee: Berechne die augenblickliche Geschwindigkeit als Grenzwert:

f(r+1j—f<r>
lim "

n—m ( 1)
t+— |-t
n

Geometrischer Zugang:
f R —> R sei eine Funktion.
xelR
T ... Tangente an Graph im Punkt p.

A

D

v

X p

Y

(x, f(x))

-23 -
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Grenzwert-Konstruktion:

(', fix)

) - f)
(5, /) :

v

_ S

Steigung von G = :
X'—x

Wenn x' in einer Folge gegen x konvergiert, dann konvergiert die so konstruierte
Gerade G gegen die Tangente 7.

Def.: Essei f:R — R eine stetige Funktion. xe R.

Wenn die Funktion F :R—-{x} > R; y— EACAC)] stetig fortsetzbar auf ganz
y—x

R ist, insbesondere auf x = y, dann heil3t /'im Punkt differenzierbar und der Wert an

der Stelle x, F (y) = limM heiit Ableitung von f'bei x.
y—x

yox

Gebriuchliche Notationen:

daf

e Ableitung von fbei x: =
X
e Wenn f'bei jedem Punkt x differenzierbar ist dann bezeichnet man die Funktion

x +— Ableitung von f bei x als f'.

Beispiel 1:
fixHx", neN.
P ST hk. )| 6 A A o A S 2ttt 0 S 200 N
yox y —X yoox y —x
= lim(yn—l +yx)1—2 +”‘+xn—l)

yoXx

F.(y)=y"+.+x

n—1

) =F.(x)=x""+...+x"" =nx""

Beispiel 2:
exp:R>R; xbe
. . 1
Folge die gegen x konvergiert: (y,), =x+—.
n
1 1 1
e’ —e' e n—e een —e en -1 en -1
lim = lim——— = Ilim = lime* = ¢ lim
y—ox y —-X y—ox 1 n—»o0 1 n—»o 1 n—»o0 1
X+——x — — —
n n n n

von x nicht abhingig
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Die numerische Berechnung zeigt:
1
. e"—1
lim =1

n—»0

1
n

X

2 expRoR; xe.
Beispiel 3:
In:R*" > R; x> Inx=log,(x); xeR"

Berechne den Grenzwert: limM )
yA)X y —_— x

Folge, die gegen x konvergiert: y, = >{ . In diesem Fall ist eine Folge mit Produkt

besser: y, = x(1+l) —xt+ 2
n n

o) o ot

lnx+ln(1+1j—lnx

lim lim 1 = lim——"2 =
n—>00 X n—>0 X n—w X
x+=—x = =
n n
In 1+l In 1+l
) 1 n . n 1
= lim|l-———~| = —-limMm—~~< = —
n—o0 x l xX*)OO 1 1
n n
. 1
2> In":R">R;, x+>—.
X

Rechenregeln fiir Ableitung

e Wenn f,g:R — R differenzierbar, dann ist auch 2:R - R, A(x)= f(x)+ g(x)
(Summenfunktion) differenzierbar, und es gilt #'(x) = f'(x)+ g'(x).

o fdifferenzierbar, 1 € R. h(x)=Af(x) differenzierbar, 4'(x)=A1f"'(x).

- Differenzieren ist , linear®.

Beispiel:
f(x)=7x+14x-2x+5
(x")'=nx""

(x*)'=3x, (x*)'=2x,(x)'=1x"=1,(5)'=0
f'(x) =21x> +28x—2 (> Summe der Teilfunktionen (7x°)'=21x’, (14x°)'=28x,...)

Produktregel:
h(x) = f(x)- g(x)
h'(x) = f'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)
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Beweis:

fdifferenzierbar 2 f(y)— f(x)=(y—-x)F.(y)
g differenzierbar 2 g(y)—g(x)=(y—x)G, ()

J'(x)=F.(x)
g'(x)=G.(x)

h(y)-H(x) = f(gy)-f(x)gkx) =
= (fO)+(-0F.x))(gx)+(y-xG,(»)- f(x)gx) =
= (@)X +(y-x)Egx)+(y-x)G,(»)f(x)+(y—x)F.(»G.(»)- f(0gx) =

= y—x(F.()gx)+G.(f()+(y-x)F.(»G.(») = (y-x)H/(y)

H.(y)

1'(x) = H,(x) = F,(x)g(0) +G,(x) f(x) + (x~0)F, ()G, (x) =

= 0@+ ) ()]
Quotientenregel:
Esseien f,g:R — R differenzierbar, x € R, g(x)#0.
Dann ist A(x) RAC] bei x differenzierbar, und |2'(x) = S (N)g) - f gx)g (x)
g(x) (g)
Kettenregel:

Esseien f,g:R — R differenzierbar.
Dannist = fog:R—>R, h(x)=f(g(x)) wieder differenzierbar und
h'(x)=f'(g(x))g'(x)|
Beispiel:

R 5>R;, xx” aeR

1
Fiir reelle o ist ()" nur fiir positive Zahlen definiert. ((~1)2 = J—1 ist nicht

definiert.)

Inx* =alnx / exp auf beiden Seiten

xa — elnx“ — e(alnx)
gx)=alnx
exp(x)=e" daher x* = exp o g(x) = exp(g(x))

1 w1
f'(x) = eXp‘(g(x))g'(x) = exp(g(x))a; = X a; —
= x"ax' = ax®x' = ax®’

—
gleiches Ergebnis
fur allgemeine «.
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Beispiele aus den eingangs erwihnten Anschauungen fiir Ableitung

e Tangente an Kreis

(x, f(x))

»
>

-1 0 x 1
Halbkreis ist Graph der Funktion f: [—1,1] SR, xAl-x7.

(Pythagoras x* +(f(x))’ =1, daher f(x) =v/1-x* )

1

Kettenregel: f(x)=goh=g(h(x)) mit g(x)= Jx=x2

h(x)=1-x
U — % '— ;_lL—lL
h'(x)=-2x
f@=s—

_l—-(—2x)= —2x X
2 Jh(x) Wl-x N1=x?

A

(u,\1-u?)

¥

-1 0 1
Steigung: —

Gerade T y =-—

)
<
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Gleichung der Kreistangente an (u, 1-u’ ) :

u 2 —u
y=————=x+VIl-u" - u
Vi—u? 1—u®

e Weg-Zeit-Funktion fiir ein Teilchen im freien Fall
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird Korper 4 losgelassen und bewegt sich im freien Fall
nach unten. f{¢) ist die zuriickgelegte Entfernung zur Zeit ¢.

Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t:
v(#) —v(0)

Geschwindigkeitsdifferenz v(t) = const.

Erdbeschleunigung a =9,81m/ s’
v()-0
t

a, v(t)=at

Suchen:
Funktion f mit f'(¢) = at (“Stammfunktion®).

"
dt
dt

n-f! n=2

2t

f(@)= %tz erfiillt das. Die Funktion beschreibt tatsdchlich die Weg-

Zeit-Abhéngigkeit im freien Fall.

Anwendungen der Differenzialrechnung

a) Iteration von Funktionen

x,.,=f(x), f:R—>R stetig differenzierbar, Ableitung wieder stetig.

Grenzwert der Folge (x,), muss Fixwert von f'sein, d.h. a € R kann nur dann Grenzwert
sein, wenn f(a)=a.
Beweis:

Angenommen limx, =a dann ist wegen der Stetigkeit von f

lim £ (x,) = f (a)

=limx,, =a

n—x0
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Wann ist umgekehrt ein Fixwert f ein Grenzwert?

Satz:

Wenn |f'(a)| <1 ist, dann gibt es eine Umgebung (a —h,a+h) von a, sodass

jede Folge x, €U, x,, = f(x,) gegen a konvergiert. Die Konvergenz ist

linear. Einen Fixpunkt a mit | f '(a)| <1 nennt man ,,attraktiv*.
Beispiel:
fR>R; xr>cosx

Die Folge konvergiert fiir einen beliebigen Startwert linear gegen a =0,73... Dieses a
ist attraktiver Fixpunkt und muss | f '(a)| <1 erfiillen.

S '(x) =—sin(x)
|-sin(0,73)|=0,8 <1 = attraktiver Fixpunkt.

Wenn | f '(x)| >1, dann konvergiert keine Folge (auler konstante Folgen) der Art
x,,, = f(x,) gegen a. Auch wenn der Startwert noch so nahe bei a liegt, strebt die Folge
von a weg. (abstoBender Fixpunkt).

Idee:

In der Néhe des Fixpunktes verhdlt sich die Funktion wie die Tangente

xn+1 = f(xn)
%= (3, =) £ (@)+ £ (a)

x> (x—a)f'(a)+ f(a) ist die Tangente von f durch (a,a)

A T

v=a+(x—a)f'(a)

\E:

v

a
Frage:

Wie groB3 kann die Umgebung sein in der die Folge zum Grenzwert konvergiert?
Satz:

Essei f:[a,b] > [a,b] stetig differenzierbar. (a bzw. b konnen oo/—o0 sein)

- Es sei |f'(x)| <g<1 firalle x €[a,b].

Dann gibt es genau einen Fixpunkt a = f(a) (attraktiv). Jede Folge

x, €la,b], x,,=f(x,) konvergiert gegen a.

| f '(x)| <1 fiir alle x reicht nicht aus! | f '(x)| < g <1 notwendig!

-29.
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Beispiel:
[1,00[—>[l,o0[; x> x+l
X
1
f'(x)=1+(=Dx" = 1-—
X
0< 1—%<1, daher ist | /'(x)| <1 fiir alle x e[l,00] .
X
Aber f hat keinen Fixpunkt:
X=x+—
X
0=1
X
x-0=1
0=1 = fiir kein x erfiillt.
Beispiel:

fRoR, xt>e”
fix)=e(h=—"
| f '(x)| <1 gilt nur fiir x<0! Um den Satz anzuwenden muss zunéchst f eingeschriankt

werden auf R* — R . In diesem Bereich gilt | f '(x)| <.

Verallgemeinerung:
Betrachten f:R> — R’ f stetig differenzierbar.

Si(x,x) B (fl(xlaxz)afz(xpxz))

Def: fheiBt stetig differenzierbar (C'), wenn die Funktionen
S ixy o fi(x,x;,)
5 rx B fH(x,x,)
A7 e fi(x,x,)

57 ix o f(x,x,)
alle stetig differenzierbar sind.

Beispiel:

(x,x,) = [xlz —x22, 2x,x, +%j

X . 2_ 2
frix, X —x,

>etwa f:x, > 25-x, ist C'.
(Genauso sind in diesem Fall £,",..., £,” alle C'. Damitist f:R*> —>R* C'))
Essei [:R* >R’ (x,x,)>(/(x,x,), f2(x,x,)) stetig differenzierbar.
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Die Ableitung von f an der Stelle (x,,x,) ist definiert als eine Matrix von vier Zahlen:

8f1( X, X,) aai(xpxz)
Xy
ﬁ(xlsxz) %(xpxz)

Beispiel:
1
R >R, (x,x,)H (xlz -x,7,2x,x, +Ej

2x, —2x,

2x, 2x
Wenn (y,,y,) inder Nédhe von (x,,x,) ist, dann ldsst sich die Funktion durch die
Ableitung approximativ beschreiben:

Ableitung (x,,x,):

f(xl,xz)—i-afl (X, %,)(y, — x1)+§f (x5 %) (Y, = %,)s
VHy)

2

fz(xpxz)"‘ o, (xlaxz)(yl xl)+2f (x1,,)(y, —x,)

2

(x,x,)=(1,2):
Ableitung: f(1,2)=(-3, 4,5)

i

D) (342 =D+ (4 (1, -2), 45+4-(n -D+2:(»,-2))

Verhalten von Iterationen in der Nihe eines Fixpunktes (a,,a,) :

ha,a)=a, fi(a,a,)=a,
(f(apaz) = (al’az))

~ 0 0
(xl_al+al7x2_a2+a2)|_>(al f —(x—a)+— ), (x,—a,), a,+—= 2 (X, —a)+——= f2 (xz_az)j
' 5 ox, ox,
0 0
(@ +y,a,+y,) > aﬁiyﬁiyz,aﬁﬁyﬁiyz
ox, ox, ox, 0ox,

- in "lineare Algebra" werden Funktionen dieser Bauart untersucht.
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Verschiedene Typen moglich:

1.) nodale Kontraktion

\
XX
X, X )= —+,—=
N
LI
2
o 1
3

2.) nodale Expansion

(x,x,) = (2xl,3x2)
20
0 3

3.) kontraktive Ahnlichkeit

.

4.) expansive Ahnlichkeit

%

4

4

v

S N =

N |~

v

s )
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5.) spiralige Kontraktion

o)

6.) spiralige Expansion

G

'(l '(2 '(1 '(2
X, X)) | —,—=
( 1 2) ( 2 2 j

N~ N

(x,%,) > (x, —x,,x, +x,)

i

7.) hyperbolische Transformation

[
>

-
N\

[\9)
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Angenommen f:R — R hat zwei Fixpunkte.

Der erste ist vom Typ "nodale Kontraktion", der zweite ist vom Typ "hyperbolische
Transformation".

s—-f"'/r;az

- J_ S
-

Bei exakter Berechnung wiirde die Folge mit Startwert a, nach a, konvergieren. Bei

numerischer Berechnung treten jedoch kleine Fehler auf, die expansive Richtung setzt sich
durch und schief3t die Folge weg, sie konnte dann z.B. stabil gegen a, konvergieren.
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Einschub:
6. Komplexe Funktionen

Def.: Eine komplexe Zahl ist ein Paar (x, y) von reellen Zahlen.
(0,1) ist definiert als "imaginére Einheit";
(x,0) heiB3t "reell" und wird identifiziert mit x € R.
Sei z =(x,y) eine komplexe Zahl.

Dann heif3t x "Realteil" von z, Re(z) =x
und y "Imaginérteil" von z, Im(z) = y

z|=yx*+y".

&

und +/x* +y” "Betrag" von z,

(x.y)=z

Im(z)=y

(0,0)

Schreibweise von komplexen Zahlen:

(%, )= (x,0)+(0,y) = (x,0) +(0,1)- (,0) = x + iy

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind wie folgt definiert:

(X 1)+ (X5, ,) =X+ X5, Y, +3,)
(X010 = (X, 7)) = (4 =X, 1 = »,)

(X 01) (%55 3,) = (42 = 1135, 6,0, +X,0)
(x,1) ._(x1x2+y1y2 _x1y2+x2y1j

(X5, 9,) SRS Val

Der Bereich der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet. Die librigen Rechenregeln gelten.

Eine Funktion f:C—>C, (x,y)H (u(x, »), v(x, y)) heif}t stetig differenzierbar als
Funktion R> - R’
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Die Funktion heift komplex differenzierbar (holomorph), wenn sie stetig differenzierbar ist,
und die Ableitung die Gleichungen

u_ov ou__ov
o Oy Oy ox

erfiillen. ("Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen")

Wemn f:C—>C, (x,y)— (u(x, ), v(x, y)) komplex differenzierbar ist, dann heif3t die

komplexe Zahl (a_u @j - [Gu ov

, —,—— | Ableitung von fan der Stelle (x,y).
Ox Ox oy GyJ ung vonf ()

Beispiel

(x, ») > (x* = »7, 2xp)
reelle Ableitung:

Cauchy-Riemann erfiillt, fist komplex
differenzierbar.
Die komplexe Ableitung ist (2x,2y).

Bemerkung:

(x* =y, 2xp) = (x, ¥)(x, )
Zr—>z-z= 22

Die Ableitung von z” ist 2z.

Weitere komplex differenzierbare Funktionen

e fizb>a,+taz+a,z’ +..+a,z" wobei a,...a, fixe komplexe Zahlen.

fist komplex differenzierbar und f'(z)=a, +2a,z+...+n-a,-z"".
e Die Addition / Multiplikation / Komposition komplex differenzierbarer Funktionen ist

wieder komplex differenzierbar und es gelten die iiblichen Regeln (Produkt-,
Quotienten- und Kettenregel).
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fCoC, z72°

x+iy - (x+iy)* = x* +2xiy + (iy)°
=X +i-2xy+i’y’
=x"+2xy—y° =(x* = ") +i2xy

exp:C—>C, x+iy>e'cosy+ie siny
Ist exp komplex differenzierbar?

_G(ex cos y) 6(ex cos y)_

8(8" sin y) a(ex sin y) e'siny e‘cosy
| Ox oy
exp'(x+iy)=e" cosy+ie'siny=exp(x+iy)

exp(z, +z,) =exp(z,)-exp(z,) (ez1 R =t e )

Graphische Deutung der komplexen Zahlen

u+iv

Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich schreiben als e
u=1n(|z])

A

z=¢e"cosv+iet sy

u "
e .’

v\

e cosv

el smvy

v

v =< x-Achse, Gerade Oz
, v, =< x-Achse, Oz,

z,=e""" u = ln|z1

, v, =< x-Achse, Oz,

— Llativ —
z,=e u, =In|z,
u3 V3
——
ul+ivleu2+iu2 — eu1+u2+i(ul+u2) — eu3+iv3

zy=z-z,=¢e

2 R ' (s
x )y _|ecosy e ( sy )} - Cauchy-Riemann erfiillt.

_ o Uy ugtuy oy Uy .
2, = |22 = € =" = ene® =|z )
AR-A
< x-Achse, Oz, = < x-Achse, Oz, + <« x-Achse, Oz, -
z)at |z
‘. V,
vty, W
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f:C—>C, z z"+a: Abhingig vom Startwert konvergiert die Folge gegen attraktive

Fixpunkte oder geht gegen oo oder sie hiipft in einem endlichen Bereich chaotisch hin und
her.

Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen einer Funktion

Sei f:[a,b]—> R stetig differenzierbar.
Gesucht ist ein x €[a,b], sodass f(x)=0.
Idee: graphisch:

fx){

i X\ X,

/ |
A J

Ist x, eine Nullstelle?

nein - Tangente durch x, = schneiden mit x-Achse.

Steigung der Tangente:

_f(xo) :f'(xo)
— X,

X =X

Berechnung von x, aus dieser Gleichung:

—f(x)) =(x,—x,) /()

S
fl)

X, =x, - S (x)

S '(x)

- mit x, das Verfahren wiederholen.

- rekursiv definierte Folge; x, Startwert ist beliebig wahlbar.

xn+1 = xn - f(x”)
J'(x,)

In vielen Féllen konvergiert diese Folge gegen eine Nullstelle. In der Regel ist die
Konvergenz quadratisch.
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Zweite Herleitung der rekursiven Formel:

Die Tangente an x, hat die Gleichung y— f(x,) = f'(x,)(x —x,).
Statt f(x)=0 lose g(x)=0, wobei y=g(x).
Die Gleichung der Tangente ist g(x) = f(x,)+ f '(x,)(x—x,)=0.

Auflésen nach x:
S (x=x0) == f(x,)
=X, — S (x)
S (%)

Beispiel:
Berechnung von Ja.

Nullstelle der Funktion x - x* —a
x, beliebiger Startwert.

xw:xn_f'(xn) _ n_xnz—a _ 2xnz+—xnz+a _ 2x —x’+a
f(x,) 2x, 2x, 2x, 2x,
L el
o ox +a " x,
2x, 2

konvergiert quadratisch gegen Ja wenn der Startwert x, > Ost.

Beispiel:
Divergenz des Newton-Verfahrens

A

Satz:
Essei f:[a,b] > R zweimal stetig differenzierbar und es seien die folgenden
Bedingungen erfiillt:

S ) )
1) [ 2
f'(x)

<1 fir alle x €[a,b].
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2) a<x-— ]{ (( )) < b fiir alle x. (d.h. Newton fiihrt nicht aus [a,b] heraus)
X

Dann gibt es genau eine Nullstelle in [a,b], und das Newton-Verfahren
konvergiert gegen diese.

Beweis:
Ein fritherer Satz besagt, dass eine rekursive Folge x,,, = g(x,) immer gegen

den Fixpunkt in [a,b] konvergiert, wenn | g'(x)| <1in [a,b] ist.

VACY)
Setze g(x)=x )
Dann gilt
2'(x) A CIN "(X)+f2'(X)~f '(x)
(/')
ACACI Ny '(x)’
[ )
LSO
S(x)
IACAE)
S(x)

VACIp
JAC

Daher ist | g'(x)| <1 édquivalent zu ‘f (x)-

Dass heif3t, wenn die Bedingungen erfiillt sind, konvergiert das Newton-Verfahren gegen den
einzigen Fixpunkt von g.
S
J'(x)
f'(x)
—f(x)=0

(x ist Fixpunkt von g)

S(x,y)=0

}differenzierbare Funktionen
g(x,y)=0

F:R*5 R’ (x,y)(f(x,0),8(x,))
Gesucht ist die Nullstelle der Funktion F.
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Einfacher Fall: f,g sind lineare Funktionen.

f(x,y)=ax+by+e
gx,y)=cx+dy+ f

Lax+by+e=0
I:ex+dy+ f=0

l=d-I: adx +bdy +de=0
IV=>b-1I: bex +bdy +bf =0

HI-1V: (ad —bc)x+0+de—bf =0
(ad —bc)x =—de+bf

_ —de+bf

~ ad-bc

Voraussetzung: ad —bc #0 !

V=c-l:acx+bcy+ec=0
Vi=a-1l: acx+adx+af =0

VI-V:0+(ad —bc)y+af —ec=0
(ad —bc)y =—af +ec

_ —af +ec

d ad —bc

Seien jetzt f,g beliebige differenzierbare Funktionen. (x,,y,) ist der Startwert fiir die

Newton-Iteration. In der Néhe von (x,, y,) ldsst sich die Funktion F:R* — R* linear
approximieren wie folgt:

F0 ) ~ fs)+ 2 g (3 30)- G5+ L g 0

2(x,y) ~g(xo,m+a—g<xo,y0>-(x—x0>+—<x0,y0>-<y—yo>
X oy

lineare Funktionen in x und y

X—X, =X
Y=Yo=Y

lineares Gleichungssystem:

of ——\ _ f,_Aﬁ e
a(xmyo)')ﬁ' (X9, ¥9) ¥+ f(x0,¥,)=0
0g —— - H\ﬁ T S
g(xoayo)'x"‘ (xoayo) y+g(x),3))=0

-4] -

by veliant



Mathematik 1 (Analysis) SS2003

Losung des Systems gemil obigen Losungen:

) S ()80
F (%, ) x—af( f

%)
87 X yo)'ai(xoayo)_ay(xoayo)'ai(xoayo)

af (Xg5 V) g(XO’yO)"' (xosyo) S (x5 30)

( Xp> Vo)

F,y (x5 %0): y
7 ag(o, - 8f(aco,yoya‘j(xo,w

Die Losung des Glelchungssystems 1st daher:

X, =Xy + F (x5, 1)
N =Y+ (x5 0))

Dies wird als Iteration verwendet:

xr‘l+l ='xr‘l +Fi(xn’yn)
yn+l :yn +F‘2('xn’yn)

Beispiel:
fx,y)=x"=3xp" -1
g(x,y)=3x"y-y’

¥ o
ox Oy | |3x*-3y" —6xy

og og - 6xy 3x* —3y°
ox Oy

v oexa —(3x,7-3»,)-(x,) -3x,3,7 =1)+(6x,3,)-(3x,%, - »,")
o (35,2 =3y,2) +36x,%,’

b=y —(3xn2 _3yn2).(3xn2yn —yn3)+(6xnyn)'(x,,3 ~3x 2 _1)
n+l = Yn

(3xn2 - 3)’"2 )2 + 36xn2yn2

Fiir den Starwert (x,, y,) = (1,1) konvergiert diese Folge gegen (-0.5,0.873...) (?)
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Komplexes Newton-Verfahren

Gegeben: f:C —C,

z+> f(z) komplex differenzierbar.

Gesucht: Nullstelle von f.

Iterationsformel ist wie

f(z)

imreellen Fall: z ,, =2z ——"~

")

Wenn der Startwert z, in der Nahe einer Nullstelle liegt, dann konvergiert die Folge gegen
diese Nullstelle. (mit quadratischer Konvergenzrate).

Beispiel:

Gesucht ist die Nullstelle von f(z)=z"—1

z =x+1iy

-1 =(x+iy)’ -1=

Binomischer Lehrsatz:

(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ + b’

= x> +3x%iy +3x(iy)” +(iy)’ —1
=X +i3x°y+3xi°y* +i’y’ —1
=X +i3x°y+3x° +iy’ -1

= (x3 —3xy2 —1)+i(3x2y—y3)

Die komplexe Funktion f(z)=z"—1 entspricht der Funktion

R? > R?, (x,y)—> ()c3 —3)cy2 -1, 3x2y—y3).

f'(z)=32"

3
z —1

z =z —
n+l n 2
3z

n
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Nachtrag zu den Regeln des Differenzierens

- Kettenregel in zwei Variablen
Essei f:R> >R differenzierbar
g,.g, R —> R differenzierbar.

Dann ist die zusammengesetzte Funktion
h=fo(g.,g) R>R, x—=f ( g,(x), g, (x)) wieder differenzierbar und es gilt die

Formel 4'(x) = %( g,(x),g,(x)) g '(x)+ %(g1 (%), 8,(x))- &, '(x) .

1 2

x, =g (x) X, = g,(x%)

- Herleitung der Produktregel
(g1'g2)':g1'g2'+g2'g1':
R SR, (x,x)H XX,
h=f(g(x),g,(x)) =g (x) g,(x)
MW= &) g @+ gl g™

a

of
ox (gl,gz) o, (gl,gz)

Wir wissen bereits:
fixx', f'(x)=a-x*" (Potenzfunktion)
g: x> b, g'(x)=Inb-b" (Exponentialfunktion)

Was ist die Ableitung von x*?

g(x)=x
g (x)=x
f(x1’x2) = xlx2

h(x) = g, (x)*" =x*

' a ' a ' x— X
h(X)=ai(gpg2)-gl +l(g1,g2)-gz =x-x"'+lnx-x
i T o B
0 .
l(xl,xz):xz-xlz 1
ox,
of

—(x,x,) =lnx -x"
%3
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Implizit gegebene Funktionen

x> X - explizite Angebe
x> y sodass f(y,x)=0 -> implizite Angabe

Die Nullstellenmenge von f(x, y) ist im Allgemeinen eine Kurve im R*.

Beispiel: f(x,y)=x"+y" -1

A

Menge aller
Punkte (x,y)
fiir die

> Xty -1=0

Die dick gezeichnete Kurve ist der Graph einer Funktion x > g(x) sodass gilt: fiir jedes x ist
g(x) ein y, dass f(x,y) = 0erfiillt. Mit anderen Worten: f (x, g(x)) =0.

Jeder Definitionsbereich in der Ndhe der zwei Punkte ist keine Funktion.

Allgemein gilt: (Satz iiber implizite Funktionen)
Essei f:R> >R, (x,y) f(x,y) stetig differenzierbar.
Es sei (x,,y,) ein Punkt mit der Eigenschaft f(x,,»,)=0.

Zusitzlich gelte: gl(xo, ¥,) # 0 (Tangentennullstellenmenge ist nicht senkrecht)
v

Dann existiert in der Ndhe von (x,,,) eine stetig differenzierbare Funktion deren

Graph in der Nullstellenmenge enthalten ist:
In geeigneter Umgebung [x, —2,x, +Z] von x, ist g:[x, -2, x, +Z] stetig

differenzierbar und es gilt f(x,g(x))=0 firalle x e[x, - Z,x, +Z].

Fiir die Ableitung gilt die Formel:

7 (x.g)
g =-gr———

5(x,g(x))

Beweis der Formel der Ableitung:
h(x)= f(x, g(x)) =0 wegen oben.
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Differenzieren auf beiden Seiten:

0 0
7() =a—f;(x,g(x))og:yé(x,g(x))-g'(x) -0

Y (x,5(x) g'(x) =—%(x,g(x))

oy
-7 (x,80)
g'(x) =—p———

afy(x,g(x))

Beispiel:
f:(x,y) x>+ —1 definiert implizit die Funktion y = g(x) =1-x".
Definitionsintervall: [-1,1].

2'(x) kann auch mit der Formel fiir implizites differenzieren ausgerechnet werden.

Ten=xw Tan=w
T(xg@) o, .
g =-2 =— =
T (cato) 260 v

@(X’ g(x)

(Vgl. mit Beispiel aus den Ableitungsregeln ,,Tangente an Kreis*)
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7. Optimierung

fR>R, x> f(x)
Gesucht: x,, sodass f(x,) maximal ist.

Def:
(D) Ein Wert b heilit Maximum von f, wenn es ein x, gibt mit f(x,)=b,und f(x)<b
fiir alle x.
(2)  Eine Stelle x, heillt Maximumstelle, wenn f(x,)=>5 und b ein Maximum ist.

(3)  Ein Wert b heilit lokales Maximum, wenn ein x, mit f(x,) =5 und eine
Umgebung [x, — X, x, +Z] von x, existiert, sodass f(x)<b fiir alle
xel[x,—Z,x,+Z].

(4)  Eine Stelle x, heilt lokale Maximumstelle, wenn f(x,)=b und f(x)<b fiir eine
Umgebung [x, -2, x, +Z] gilt.

%) Analoge Definitionen fiir Minima.

A Maximum

lokales Minimum

lokales Maximum

Vb

\ 4

Minimum existiert nicht.

Falls ein Maximum existiert, ist es eindeutig.

(Zitat: So wie beim Highlander: ,,Es kann nur einen geben®).
Es kann aber mehrere Maximalstellen geben.

Satz:
Falls f:R — R differenzierbar ist, und x, eine (lokale) Maximal- oder Minimalstelle

ist, dann gilt f'(x,)=0.
Beweis:
Wire f'(x,) >0, dann wire f in einer Umgebung von x, monoton wachsend und x,

konnte kein lokales Extremum sein. Wire f'(x,) <0, dann wire f in einer Umgebung

von x, monoton fallend. = Fiir lokale Extrema bleibt daher nur f'(x,)=0.
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Beispiel:
Maximiere eine rechteckige Wiese bei gegebenem Umfang

b 21+2b=K
[-b — max x=1
[
2x+2b =K
2b=K-2x
b:K—2x
2
2
f(x): 0, X 1LR xox & 2x _Kx—2x K.
2 2 2 2
K
'(x)=—-2x
S'(x) 5
Extremumbei£—2x=0 —>x=£
2 4
/= § Maximalstelle
poK_K_K
2 4 4
2
Maximum: l-b:K—.
16

Falls f:[a,b] > R stetig differenzierbar, und x, € ]a,b[ eine (lokale) Extremstelle ist, so gilt
J'(x)=0.

A

Falls a ein lokales Maximum ist, gilt
f'(a)<0.
Falls b ein lokales Minimum ist, gilt

£i(b)=0.

Bedingung f'(x,) =0 ist eine notwendige Bedingung fiir Extremstelle.
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Beispiel wo f'(x,) =0, aber bei x, keine Extremstelle ist:

A

v

[

f'(x,) =0, aber kein lokales Extremum.

Optimierung in zwei Variablen

Essei f:D— R eine stetig differenzierbare Funktion.

Wenn (x,,y,) im Inneren von D ist und lokale Extremstelle ist, dann gilt

%4 _9 _
o (X0, 0) = Py (%05 79) =0

Berechnung des Extremums:

Ldose das Gleichungssystem Zl(xo, ,)=0 %(xo, ¥,)=0
x y

(2 Gleichungen in 2 Unbekannten).
Uberpriife ob es sich tatsichlich um ein Extremum handelt.

Beispiel:
Maximiere das Volumen eines Quaders, Oberflache ist konstant.

V=1[-b-h— max
O =2(lb+1b+bh) X

l, y=b

Optimierungsproblem mit Nebenbedingung!

O =2xy+2(xh+ yh)

O=2xy+2(x+y)h b
O—-2xy=2(x+y)h !
_ O-2xy
C2(x+y)

O0-2xy _ Oxy—2xy°
4 2(x+y) 2(x+y)
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L OV _ 26+ )0y —4") —2(Oxyp - 2x°y%)

ox (2(x + y))2
I oV 2(x+y)(Ox— 4x*y)—2(Oxy —2x*y*)
oy (2(x + y))2
[=0; I1=0

2(x+y)(Oy - 4xy2) —2(Oxy — 2x2y2) =0
2(x+ y)(Ox— 4x2y) —2(Oxy - 2x2y2) =0

> Fiihrt zu komplizierter Rechnung. Wir sind nicht motiviert das fertigzurechnen!

Optimierungsproblem mit Nebenbedingung

Gegeben: f,g:R> >R
Gesucht ist Maximum von funter der Nebenbedingung g(x,y)=0.

Z A

- Graph von [

Maximum ¢

; .. , (=hochster Punkt)
Hohenlinie von f

bei Maximum ¢

Raumkurve:

(x, v, fx,y)) sodass
g(cy)=0

Die Projektion dieser
Raumkurve in die
xy-Ebene ist g(x,y)=0.

Projektion der Hohenlinie

bertihrt die Kurve g(x,1)=0 — |
\ >

in einem Punkt

a— x

g(x.y)=0

Y,

- Die beiden ebenen Kurven g(x,y)=0 und f(x,y)=c haben an der max-Stelle dieselbe
Tangente.

Die Ableitung der impliziten Funktion gegeben durch g(x,y)=0 ist
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Analog ist die Ableitung der Funktion gegeben durch f(x,y)=c gleich

0 0
) )
_Ox
0 c 0
- = ev) Lisny
Ay y
Wenn die Tangenten iibereinstimmen, stimmen die partiellen Ableitungen iiberein:
% o
—g—g = g}c an der Stelle (x,,y,).
> o

9% _ %
oy Ox ox Oy
g(x,y)=0
Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum.
(Zwei Gleichungen in zwei Unbekannten)

Aquivalente Formulierung:

Lagrenge sche Multiplikatorenmethode
Optimierung mit Nebenbedingung

Gesucht: Extremum von f'(x,y) unter der Nebenbedingung g(x,y)=0.

Extremstelle (x,,y,) erfiillt die beiden Gleichungen
(M &lx,»)=0

o P& F

Man tue so als ob man das Extremum der Funktion L(x,y,1)= f(x,y)+4-g(x,y) zu finden
hitte.
Um das zu erreichen leiten wir nach x, y,4 ab.

A) ZL 7,
X ax 8x
@ L U, 0
EREE
© 2—j=g<x, »)

Gleichungen Nullsetzen.
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Wenn (x,,,,4,) diese drei Gleichungen erfiillen, so gilt g(x,,»,)=0 (nach C).

a_g.(A)_a_g.(B)- o %, ,% 0 08 o ;0808

oy Ox S ox Oy Ox Oy Ox Oy Ox Oy
_U % 08 o _
ox oy Ox Oy
Beispiel:

Aus einer Kreisscheibe ist ein Kreissektor auszuschneiden, der zum Mantel eines
Kegels mit groBtmoglichem Volumen zusammengerollt werden kann.

wird nicht benotigt

RQ2r—-a)=2rr
Wenn r bekannt ist, dann lasst sich daraus « bestimmen.

r’rh

V= — max

Nebenbediungung: > +h* = R’ R=const.

r’hr

Wir tun so, als ob L(r,h,A) = +A(r* + h* = R*) zu maximieren wire.

(A) Z—L: 2rh%+i2r=0
r
2
(B) Z—z: %mzh:o
(C) 2—2: P —R =0
2rh£ =
(A) A=——3-pZ
2r 3
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einsetzen in (B)

2
rw

' wZ%on -0 |.i
3 3
P =2h" =0

° -
2

einsetzen in (C)

2
r
P+ ——R*=0

r+— =R’
2
2( lj :
ril+—|=R
2
r2=ER2
3
r=.=R’

Satz:
Es seien f,g:R*> — R stetig differenzierbare Funktionen. Wenn (x,, y,) ein lokales
Extremum von f unter der Nebenbedingung g(x,y)=0 ist, dann gilt:
e Esexistiert ein A4,, sodass die drei partiellen Ableitungen von
L(x,y,A)=f(x,y)+A-g(x,y) beim Punkt (x,,y,,4,) gleich 0 sind.
e oder Z—g und Z—g verschwinden beide bei (x,, y,). (= degenerierter Fall)
X y
Beispiel:

X +x,+x;,=K

X, X,X; —> max

Wir tun so als ob L(x, y, 1) = x,x,x;, + A(x, + x, + x; — K) zu maximieren wére.

(A) a DX, +A=0
ox,
(B) oL DX, +A4=0
ox,
©) oL Doxx,+A=0
ox,
(D) a. X +x,+x-K=0

oA~
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(A)- (B):

XX, —x,%, =0
(x, —x,)x; =0
X, #0 muss sein, da x; =0 zu x,x,x; =0 fiihrt.

x—x,=0

1 2
9 —_—

X=X
Analog: X, =X, X, = X,
> =3x, =K; _y —x =R
X, +x,+x,=3x, =K; xl—xz—x3—?

Mitunter ist es giinstig umgekehrt ein Gleichungssystem auf ein Optimierungsproblem
zuriickzufiihren. Dies ist der Fall wenn die Gleichungen so komplex sind, dass die
Ableitungen schwer zu bilden sind.

fi(xp5x,)=0

[ (x,...,x,)=0
Gleichungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten.
Jede Losung ist eine Minimumstelle von F(x,,...,x,)=f+f,> +..+ f,°.

Numerische Verfahren zur Optimierung.
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8. Integralrechnung

Gegeben: f:la,b] >R

A
/ Graph von f
F?
| >
a b
A
™
™N L :
\ F wird in Streifen zerlegt
[
| >
a b

F wird approximiert durch eine Summe von schmalen Rechtecken.
In einer Folge werden die Breiten schrittweise verringert — 0.
- Das Integral ist der Grenzwert dieser Konstruktion.

Definitionen:
Eine Zerlegung eines Intervalls [a,b] ist gegeben durch

[a,b] =[x, =a,x,]U[x,,x,]U[x;,x,]U...U[x, |,x, =b]

wobel a=x, <x, <x, <..<Xx,=b Ist.

| | | |
| | I

!
a=x, X, X; x,=b
Die Schrittweite ist maximal (x,,, —x;) und wird in der Regel mit / bezeichnet.

Sei f:[a,b]—> R eine Funktion
Z, eine Zerlegung von [a,b], ist gegeben durch x, =a,x,,...,x, ,,x, =b

Fiir jedes Intervall [x,,x,,,] seil y, €[x;,x,,,].

n—1
Dann heif3t z f () (x,,, —x,) eine zu Z gehdrende Rechteckssumme von f.
i=1
Definition:
Eine folge von Rechteckssummen mit Schrittweite gegen 0 ist gegeben durch die
Folge von Zerlegungen Z,,Z, ...

sowie fiir jede dieser Zerlegungen eine Folge von dazugehdrigen Stiitzstellen:
Zi=a=x,;<x,;<..<x, , =b

Stiitzstellen: Vi e[xl’l.,xz’l.], Vai e[xz’l.,xll.]
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Die Folge der Rechteckssummen ist dann die Folge der reellen Zahlen

[”’Z f(yj) : (xj+1,i =X )J

(= Flacheninhalt der Rechtecke, die zu Z; gehoren)

Definition:
Wenn jede Folge von Rechteckssummen mit Schrittbewegungen gegen 0 konvergiert,
dann heif3t f'integrierbar, und der Grenzwert einer solchen Rechteckssumme (egal
welcher, es kommt immer das selbe heraus) heil3t Integral von f'von a bis b.

Geschrieben:
b
[ £ dx
Beispiel:
a=0, b=1 f:la,b]>R, x—x &
Ist fintegrierbar?

1
Wenn ja, was ist der Wert von J.x dx?
0

\ 4

. | C
(Das Ergebnis miisste 5 sein. ) '

Z = [O,l} U F,g} U...U {i, 1} (Zerlegung in i gleich groBe Teilintervalle)
i

i i1

X =x.,.=—=1

n; i i+1,0

(n, ist die Anzahl der Teilintervalle +1)

Yii € I:xj,i’ xj+1,i] = |:J ._1 ’i}

1 1

Wiihle als Stiitzstellen den rechten Randpunkt y,; = x

Z, = 0,l U l,g U %,1
z.B.: 3] 133 3

[Oal] = [a = X343 ] “ I:xz,p xs,s] U [xs,sax4,3]

N
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3 3 3 3 3
1 2 3 6 2
=t —t—=—=—
9 9 9 9 ;
A A
3 2
(11:1 az—Z a3_§
n.—1 ; . .
: 51 1 2 i-1 1
a = X, . .—X,. )y, = - = =4 —t .ttt =
i ;( J+Li j,l) yj,l = l l i2 1.2 i2 l
1 & 1 i(i+1) i(i+1) i+1
= 2] = T3 = 2 = 5
[ Jj 2 2i L
Formel ‘
o p(n+]) limg =lim T1-1
Z]:— i—o0 i»o Qj 2
J=1 2 -

Fundamentalsatz der Integralrechnung
Essei f:[a,b] > R stetig. Dann ist f'integrierbar.

Beweis:

Zu zeigen ist dass jede Folge von Rechtecksummen mit Schrittweite — 0 einen
Grenzwert besitzt.

Wir nehmen an, es ist eine Folge von Rechtecksummen gegeben:

(1)  Folge von Zerlegungen, Z,.
[a,b] = [a =X ;5 Xy ] ) [xz,i,xli] U...v I:xni_l,l.,xn”i = b}
Schrittweite 4, := max(x,,,;,X;;)
Die Folge (). konvergiert gegen 0.

(2)  Fir jede Zerlegung Z, Stiitzstellen y,; € [xj’i,xﬁl’i].
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Um die Konvergenz der Folge von Rechtecksummen zu zeigen reicht es zu zeigen:
Fiir jedes noch so kleine Z > 0 gibt es einen Index N, sodass zwei Rechtecksummen
mit Index > N sich um nicht mehr als £ unterscheiden.

A

N\ o

\ 4

X Wenn die Schrittweiten
\ der kleinen und der groB3en
Rechtecksummen klein
genug ist, dann ist auch die
(dunkelgraue)
Differenzflache klein.
(kleiner als X).

v

mil

v

a b
Annahme:
ij,i, >N (N 1st erst zu bestimmen)
Z. ... grolle Rechtecksumme

h

Z, ... kleine Rechtecksumme

Fiir jeden Punkt x im Intervall [a,b] lésst sich die Hohe der Differenzflache iiber x
schreibenals f (v, .) —f (v,.) -

gr. Stiitzstelle kl. Stiitzstelle
1 —x| <
Daher ist ‘ Vi X‘ <h,
. —=x|< h
vy =2 <h,

Dabher ist ‘ Yii =Y,

<h +h
1 2
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Da f'stetig ist, gibt es eine Funktion 6 :R"™ — R™ (Stetigkeitsrate) sodass
x5, —x,| <8 ()= [/ (x) - f(x,)| <2

In unserem Fall wollen wir erreichen dass | f(x)—f(x, )| < bi .
—a

Die Breite der Differenzrechtecke summieren zu b —a, wenn die Hohen beschrinkt
by

—da

Sé‘( z ] ist.
2 b—a

Wir miissen daher dafiir sorgen dass ‘ Vii =Y

sind durch b —a, dann ist die Differenzfliche < (b—a)- =2.

Nachdem ‘ Viw =Vii

) I )
< NP7 A) ind h < N?2~4)

<h, +h, ist, recht es dafiir zu sorgen, dass

n )

Das ist moglich, da (4;). eine Nullfolge ist. (Fiir jeden Wert X' (insbesondere fiir

by

o)
X'= %) gibt es einen Index N, sodass 4, <X' fiir i> N .) O

Auch unstetige Funktionen konnen integrierbar sein:

\\a\

a b c a<b<c

v

Der Wert von f(x) bei x =5 hat keinen Einfluss auf das Integral.

jf(x)dx:if(x)dx+jf(x)dx

Beide Teilintegrale existieren, daher existiert auch das Integral der Sprungfunktion.
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Beispiele von nichtintegrierbaren Funktionen

(1
75 1]
501
[-L1]—> R,
25¢© ! {
— fallsx#0
X=X
-1 05 0.5 | 0 fallsx=0
- -25
"unendlicher Sprung"
-50
- -75
--100
()

Eine Funktion mit sehr vielen endlichen Spriingen:

0 falls x rational (d.h. x=2, p,q e N)
f:0,1]->R, x> q

1 sonst

Springt unendlich oft zwischen 0 und 1 hin und her.

Eine Rechtecksumme mit rationalen Stiitzstellen hat den Wert 0. Eine Rechtecksumme mit
irrationalen Stiitzstellen hat den Wert 1. Daraus ldsst sich eine Folge von Rechtecksummen
konstruieren, die zwischen 0 und 1 springt.

Def.:
Sei f eine stetige Funktion D — R (D =R oder ein Intervall)
Dann heift F: D —» R Stammfunktion von f, wenn F stetig differenzierbar ist und die
Ableitungsfunktion F''(x)= f(x) firalle xe D.

Beispiele:

fR>R, x—x" neN
n+l

Stammfunktion: X

n+l1
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S/ (x) | F(x)

e’ e’
cos(x) sin(x)
sin(x) —cos(x)

Wenn f,g beide stetig, F' Stammfunktion von f, G Stammfunktion von g, dann ist F+G
Stammfunktion von f+g.
Beispiel:
3 4
f(x)=x>+x+1 F(x):x?+x7+x

3

g(x)=2x"=3sin(x) G(x)= 2% +3cos(x)

Bemerkung:
Die Stammfunktion ist nicht eindeutig! (Konstanten konnen addiert werden)

Hauptsatz

Essei f:[a,b] > R stetig.
Dann besitzt f eine Stammfunktion F :[a,b] > R.

b
Fiir das Integral gilt die Formel J. f(x)dx=F(b)—-F(a).

Beispiel:

e | —

Beweis:
H(x):= [ f(y) dy
Bemerkung 1:

J-f (x) dx wire falsch!

Bemerkung 2:

J- f(y) dy existiert wegen Fundamentalsatz.

A

L

v

x+h
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Behauptung: H ist Stammfunktion von f.
H(x+h)—H(x)

Beweis der Behauptung: H'(x) = %m&

H(x) dunkelgraue Flidche
H(x+h) hell- und dunkelgraue Fliache
H(x+h)-H(x) hellgraue Fldche

Es sei y, Minimumstelle von fim Intervall [x,x+ 4] ( f(y,) Minimum).

Es sei y, Maximumstelle von fim Intervall [x,x+ /] ( f(»,) Maximum).

X x+h
—t Sk Die dunkelgraue Flache liegt zwischen den
Werten der Rechteckflachen f(y,)# und
Fr)h.
Sk SOOR<SH(x+h)—H(x)< f(y,)h
H(x+h)—-H(x
fi) < TEEDZHE

h
limy, =limy, day,y, e[x,x+h]

. . H(x+h)—H(x)
lim /(y,) <lim .

<lim £(3,)
N—>0 e —

U [
(f stetig) (f stetig)

Dabher ist lim H(x+h)—H(x)

h—0 h

= f(x) = H'(x), d.h. H ist eine Stammfunktion von f.

Existenz einer Stammfunktion:
Essei F:[a,b] > R Stammfunktion. (z.B. F=H)

b
Wir haben noch zu zeigen, dass I f(x)dx=F(b)—-F(a).
F—-H: x— F(x)—-H(x) istdifferenzierbar und

(F-H)'(x): F'(x)-H'(x)=f(x)=f(x)=0

F — H ist daher konstant, F(x)—H(x)=C.
F(x)=H(x)+C
F(b)—F(a):H(b)+c—(H(a)+c):H(b)—H(a)

=[OV o= 1) dy= [ 3y v = [ £ -

=0
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Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich Fldchen berechnen, die von Kurven begrenzt sind.

A

F:jlg(x)dx—j-f(x) dx

v

Anwendungen:

Beispiele:
(1) Volumen eines Rotationskorpers

fstetig, f(x)>0 fiir alle x €[a,b]

Berechnung des Volumens des
Rotationskorpers, der vom
rotierenden Graphen und den
beiden Kreisscheiben bei a bzw. b
eingeschlossen wird.

Q>
v

Wir unterteilen [a,b] in Teilintervalle.
la,b]=[a=x,x,]U...U[x,_,,x, =b].
Das Volumen der Kreisscheibe, die zum i-ten Intervall gehort:
V=rrh=f() z(x,, —x) y, ist eine Stiitzstelle €[x,,x,,, ]
(zB.: y,=x,)

Summe der Kreisscheiben:

> S0 (g =)

Definieren:
g:[a.b]>R, gx)=f(x)'z
Die Summe der Kreisscheiben ist eine Rechtecksumme fiir g. Wenn die
Schrittweite der Zerlegung gegen 0 geht, geht die Summe der Kreisscheiben
gegen das Volumen des Rotationskorpers, und die Rechtecksumme von g
gegen das Integral:

V:j.g(x) dx:jif(x)zﬂdx:ﬁjif(x)2 dx
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(2) Kugel (ergibt sich durch die Rotation eines Halbkreises

A f:[-R,R]I>R, x—>+R —x’

V=7rff(x)2 dx:nf(\/Rz—xz)dF

Trick, ein Volumen in Scheiben zu zerlegen, ist verallgemeinerbar
Geg.: Zylinderformiges Glas, gefiillt mit Fliissigkeit.
Das Glas ist so geneigt, dass die Fliissigkeit auf einer Seite bis zum Rand geht, auf der

anderen Seite bis zum Boden.
Wie viel Fliissigkeit befindet sich in dem Glas?

V wird begrenzt durch eine halbe Kreisscheibe (Glasboden),
weiters eine halbe Ellipsenflache (Oberfldche des Wassers)
und einer gekriimmten Fliche (Glas).
N/ Losung siehe Ubung.
V

Berechnung der Bogenliinge einer Kurve in der Ebene.

Kurve ist gegeben:
a) als Graph einer Funktion f :[a,b] > R

b) durch Parametrisierung: C:[f,,5,]> R?, 1> (x(1), y(1)")

Bemerkung:
(a) ist ein Spezialfall von (b):
x kann als Parameter gewidhlt werden. I. e. der Graph f :[a,b] > R kann durch

c:la,b] >R’ 11> (1, /(¢)) (dh. x(t) =1, y(t) = f(t)) parametrisiert werden.

-64 - by veliant



Mathematik 1 (Analysis) SS2003

Kurve in Parametergestalt ist vorstellbar als Bahnkurve eines Punktes der sich zum Zeitpunkt
t am Ort (x(¢), »(t)) in der Ebene befindet.

Schritt 1: Bestimmen die Geschwindigkeit in jedem Zeitpunkt
Schritt 2: Berechnen die Stammfunktion der Geschwindigkeit (Integral)
Die Ableitung des zuriickgelegten Weges ist die geschwindigkeit, d.h. die

Stammfunktion gibt den zuriickgelegten Weg an, und der zuriickgelegte Weg
ist die Bogenldnge.

Beispiel:
Kreis:
[0,27] > R?
t+> (Rcost,Rsint)

.
>

t,ath

~

Geschwindigkeit ist ein Vektor:

Die durchschnittliche Geschwindigkeit zwischen #, und ¢, ist

[x(to +h)-x(t,) (¢, +h)—y(to)j

h ’ h

Die augenblickliche Geschwindigkeit ist der Grenzwert fiir 47 — 0.

£i_I)I(}(x(to +h2—x(t0)’ y(to +h)—y(t0)J _ (x'(t),y'(t))

h

In unserem Fall ist das ((R cost)", (R sint)') =(—Rsint, Rcos?)

Die Lange des Geschwindigkeitsvektors ist

x'(t)2 +y'(t)2 .
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In unserem Fall:;
JR?sin® ¢+ R*cos® f = \/R2 (sin2 t +cos’ t) =+ R? = R - konstant.

Stammfunktion ist Rz. D.h. zum Zeitpunkt ¢, ist der zuriickgelegte Weg R -, .

Bogenlinge:

2z
I Rdt= Rt‘zﬂ —Rt|0 =27R-270=27zR (stimmt liberein mit bekannter Formel)
0

Die allgemeine Formel fiir die Bogenlénge der Kurve

C:[t,,t,1> R?, 1 (x(2), y(1)) ist sz‘ x'(1) +y'(¢)* dt

fy

Beispiel:
Bogenlinge der Parabel y = x*

A
v

0 i

Linge der fett gezeichneten Kurve: [0,1] — (¢,¢°)

L=jl',/(t')2+((t2)')2 dt=j./12+(2t)2 dt=j\/l+4t2 dt

Die Stammfunktion ist (nach Maple):
% +1+487 + % arcsinh(2¢)

Bogenlédnge:

(l-l-\/g+l.arcsinh2j—[1-0+l~arcsinh0j = l\/g—lln(\/§—2)—0
2 4 2 4 (Maple) D 4

(2 ca. 1,6...)
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Unecigentliches Integral

Beispiel:

EE

o

v

I

L1f

Das Integral existiert nicht im Sinne der Riemann-Definition.

In jedem Intervall [X,1] ist die Funktion integrierbar (Fundamentalsatz)

1

=I de:Zx%

=2-2J%

3

—2x5

I3

lim —dx—hm(2 2\/7):

2504 / -0

Allgemein:
b b
Wenn fiir jedes X das Integral .[ f(x) dx existiert, und lzln(} J. f(x)dx

a+X

1

Hﬂ

a+Z

existiert, dann heiB3t dieser Grenzwert ,,uneigentliches Integral und wird mit

b
I f(x) dx bezeichnet.
0

Integration im Komplexen

1. Art:
Funktionen von R nach C.

fRoC, tz(t)=x(t)+iy(t)
(Kurve in der komplexen Ebene)

a

j f(t)dt= jf(x(t) +iy(t)) dt = jx(t) dt + ii (t) dt

a

reelle Integrale

- kann also auf reelle integrale zuriickgefiihrt werden.
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2. Art:
Integrationsvariable ist ebenfalls komplex

f:C— C. Wir wollen so was wie I f(z) dz berechnen.

2

Essei f:C—>C, zb>z

1+ n—l1

J- zdz= limZ:(zj+1 —zj)f(zj) ,wobei z, =0, z, =1+1,(z,...z,) ist die Unterteilung

n—oo “
0 Jj=0

der Strecke ]0,1+i[ mit Schrittweite 4.

z, =Ll
n on

S |~.

(1+i) (j=(0,...,n)

Tzdz = 1im§(2j+1—2j)f(2j) = i[(j_ﬂ(l+i)—£(l+i)jj(l+i)

n—»0

lim(1+i)2 =1 (140 142i4 _1+42i-1 2,
n—ow 2 n 2 2 2 2 =

1+i

In der obigen Rechnung war der Integrationsweg I gewihlt als die Strecke zwischen
0

Anfangs- und Endpunkt.

Hiingt der Wert des Integrals vom Integrationsweg ab?

C:[0,1]]>C, tr>t+it’ =z(t)
z(0)=0,z()=1+i

Eine Mdglichkeit das Integral zu berechnen ist Grenzwertbildung.

Jz =33 (e(00)-2(0))=(0)

j=1

[0,1]=[0=1,8,]U..U[t, .1, =1]

n-1 : : : n—1 ; '271—]
_ ((]_H_iJ.(l_{_l‘)z.iJ _ (l.(lﬂ-)z.i) _ (1+2’) :
=\ n n n “=\n n n* 4
N2
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Wenn die Schrittweite gegen 0 geht, kann z(t " ) - z(t j) abgesetzt werden durch
dt

dz d(t+it? .
i:%:lﬂzt, ()=t~ (1420 )(1,.~1,)

1 n 7

jz dz = Z(Z(tjﬂ)—z(tj))z(tj) ~ (tj+l —tj)(l+i2tj)(tj +t(124)

0 j=1 J=1

3

Das ist eine Rechtecksumme der Funktion [0, 1] —-C, t— (1 + 2it)(t +it* ) .

1

1+
_[ zdz= I(l + 2it)(t + itz) dt (ist Integral einer Funktion von R — C)
0

((t—2t3)+i(3t2))dt =

(t+2it2 +it? +2i2t3) dt =

S e —

—> Das Integral héngt nicht vom Integrationsweg ab!

Hauptsatz der komplexen Analysis
Essei f:C — C komplex differenzierbar.

Dann ist das Integral J- f(2) dz unabhingig vom Integrationsweg. Es existiert eine

2

Stammfunktion F:C — C sodass F''(z) = f(z) und If(z) dz=F(z,)-F(z).
Bemerkung:
Der komplexe Hauptsatz kann dazu verwendet werden rein reelle Integrale zu
bestimmen.
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f:la,p] >R

komplexer
/ Integrationsweg

Erweitern fauf Funktion C - C.

a \ b
reeller

Integrationsweg

Waihlen einen geschickten Integrationsweg iiber das Komplexe.

Der Hauptsatz gilt auch, wenn f nur in einem Bereich D — C definiert ist, solange der
Integrationsweg in D verlduft und keine Locher hat.

Integrationswege

Wenn der Integrationsweg auf der anderen Seite eines Loches verlauft, ist der Wert des
Integrals im Allgemeinen verschieden.
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9. Potenzreihen und Potenzreihenentwicklung

Def.:
Eine Potenzreihe ist eine Funktion f: D —> R (D < R) gegeben durch eine Folge

(a;), von reellen Zahlen.

X Z ax' falls die Summe existiert. Andernfalls ist f(x) nicht definiert.
i=0

Beispiel:
a, =1 fur alle i.

X in (geometrische Reihe)

i=0

x €D wenn |x|<1,D=]—1,l[

Falls x| <1, gilt £(x)=> ¥ =

1
i=0 1-x

Beispiel:
a,=C C eR (beliebige Konstante)

X ZOOO:Ci = i.:(Cx)i - wieder geometrische Reihe

Grenzwert existiert genau dann wenn |Cx| <1 dh.
xeR fallsc=0

xe }—i,i{ fallsc =0

e[l

Falls xe D, gilt x>
1-Cx

Satz:
Esei f:D— R eine Potenzreihe gegeben durch die Folge (q,), .

Dann ist der Konvergenzbereich D ein Intervall mit den Randpunkten —R und +R
(R kann positiv, 0 oder o sein), und R ist der kleinste Hiufungswert der Folge

bl

Der Satz sagt nichts aus iiber die Konvergenz an den Randpunkten.

D= ]—R,R[ oder [—R,R] oder [—R,R[ oder ]—R,R] . Alle Félle kommen vor.

wenn die Potenzreihe an einem Randpunkt konvergiert, ist die Konvergenz langsam.
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Beweis des Satzes:
Wiederholung aus dem Kapitel Folgen und Reihen:

Wenn |ai| <c-q fir fast alle i, c,q fix, ¢ <1, dann ist Zal. konvergent.

i=0
1

a,|

Es sei R, der kleinste Haufungswert der Folge (n

o0
|x| <R, . Zu zeigen: Zaix’ existiert.
i=0

Nach dem Satz iiber Folgen reicht es, ¢ und q zu finden, sodass ‘aix[ ‘ <c-q' fiir fast alle i.

{/m-|x| <ic-q Folge {/m ﬁ ist die konstante Folge 1.

(%ﬂ—zj-|x|s{/3-q

1
Grofter Haufungswert von {f|a,| ist —.
g {lal %
. 1
Da [x| <R, , st M(EJFZ] <l Kleinster Hiufungswert von ﬁ ist R, .
i ai
(falls X geniigend klein)

Setze q::|x|(Ri+2j,c=l

0

1 .
(RT + 2]|x| < g stimmt nach der Wahl von g.

0
Die Konvergenz ist daher bewiesen.

Set jetzt |x| >R,
Dann ist die Folge ‘aixi ‘ keine Nullfolge mehr.

{/c?. |x| hat einen Haufungswert>1.

Nach einem weiteren Satz aus dem Kapitel Folgen und Reihen divergiert Zbl. wenn b, keine
i=0

Nullfolge bilden, also ist fiir |x| > R, die Potenzreihe nicht definiert.

Beispiel:

iixi (al. =i)

i=0
Hat den Konvergenzradius th =1,dh. D=]-1L1[.
i—oo ! l

00

Essei f:]-LI1[, x> ix Bestimme f(%j'

i=0
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Satz:
Innerhalb des Konvergenzradius konnen Potenzreihenfunktionen beliebig oft
differenziert werden.

g(x) = Zx () =i —(1-x)"
g)=Y " g'(0)=-1-(1-x)2(-1)
L1
=A==

1
F=rgw=Tiw =g (3] o=
4

f:D>R, x> ax'

i=0
Definitionsbereich D ist ein Intervall, das symmetrisch zum Nullpunkt liegt
(Grenzwert —R,R)

Im Inneren von D ist f'stetig differenzierbar und die Ableitung ist gegeben durch

f= 3 igx™ =) (j+Da,x
s_et'zl;:'l:i—l =
i=j+
Die Ableitung ist wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Das kann man wiederholen:
(Siehe Satz oben): Jede Potenzreihenfunktion ist innerhalb des Konvergenzbereichs beliebig

oft stetig differenzierbar.
(d.h. fist C*, (vgl. stetig differenzierbar= C', 2x stetig differenzierbar=C", ...))

Angenommen f:D — R (irgendwie gegeben, z.B. durch Term f(x))

f ist eine Potenzreihenfunktion.
f =) ax' fiir die Folge (a,),.
i=0

a,=f0) = f(x)=a,+ax+a,x +..

a,=f'0) = [f(x)=a+2a,x+3ax>+4a,x" +..

f"(x)=2a, +6a,x+12a,x* +... a, =@
S "(x)=6a,+24a,x+... a :%
fun(o)
") =24a. +... g =4
£ () =24, A
fn-mal abgeleitet (0) f(n) (0)

Vermutung: a, =
n! n!

-73 - by veliant



Mathematik 1 (Analysis)

SS2003
Beweis:
(n)
Essei g(x) = Za x" , wobel a, = f '(0)
n=0 n'
® o (n) (n) w  p(m+l)
Dann ist g'(x):Z(annx”’l) Z(f '(O)n J Z f (0) ! Zf '(0) N
n=0 n=0 n: n=1 1 = m:

m—n -1

g"(x)= iwxm (Rechnung siehe oben)

g (x) = Zf("ﬁk)(o) m

0L O o 10,
0! 0!

AN

f.g haben dieselben Ableitungen bei 0. Da beide Funktionen Potenzreihen sind gilt
f=g.
Falls f(x) durch eine Potenzreihe darstellbar ist gilt
" (n)
f(x)=£(0)+ A (0) f2('0) R i ) |(0) X"+
! n!
,,Taylorentw1cklung von fum x=0.“

Taylorentwicklung um x = x,
f:D—>R, x,eD innerer Punkt

gx)=f (x + xo) sei in eine Potenzreihe entwickelbar.

y=x+X,
X=y—x,
FO) = f(x+3,)=g(x)=g(0)+ g'l(!())x+ g;(!o) 1

g(0)+g()( xo)+%(!0)(y—xo)2+...

,» Laylorentwicklung von fum x = x,“

Def: Essei f:D— R eine Funktion.

f'heiB3t analytisch, wenn fiir jedes x, die Taylorentwicklung von fum x, existiert und
mit fauf einem (unter Umstinden kleineren) Definitionsbereich iibereinstimmt.
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Beispiele:

Polynomfunktionen

f(x)=e" analytisch?
0 1
f(x) =e +e—'x+—x +...

X=X X X=X, X
0/ — 0 0

=e'e e

f(x)=sinx ist analytisch
Taylorentwicklung um 0:

f'(x)=cosx
f"(x)=—sinx
f"(x)=—cosx

") =sinx = £(x)
= [T () = £ ()

Wert bei 0:
f(0)=sin(0)=0
f'(0)=cos(0)=1
£"(0)=—sin(0)=0
f"(0)=-cos(0)=-1

3 5 7

. X X X X
siny=———+——-—+—...
n o3t st
2 X4 6
cosx=1-—+—+—+
21 41 6!

f(x)=arctan x

(arctan x)' =f'(x)=

2

1
1+ x?

Setze y:=—x
1
——=l+y+y +y +o
I-y
1
I+x

7=

=l-x?+xt =Xt =+
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f(x) ist die Stammfunktion

3 5 7
X X X

f(xX)=C+x——+——-——+—-...

3 5 7
Um C zu bestimmen, setze x
arctan(0)=0 — C=0

Komplexe Potenzreihen

=0 ein

Eine komplexe Potenzreihe ist eine Funktion f: D — C, D c C, Konvergenzbereich

gegeben durch z > Zaizi , (ai )i ist eine Folge von komplexen Zahlen.
i=0

Satz:

D ist ein Kreis mit Mittelpunkt O der komplexen Zahlenebene, der Konvergenzradius

ist der kleinste Haufungswert der Folge [

Beweis:

R = kleinster Haufungswert von {

n

. o
Sei zeC, b, =a,z

Z n z n |Z n
bl=< %l
b
\ an
b,| ist daher ein O(q"), wobei ¢ = -

L
a))

E

1

Nebenrechnung;:

n n

z z

n

b

a

n

z

T

n

n

1}"

Falls ¢ >1, ist b, keine Nullfolge, Reihe divergiert

Falls g <1, ist ¢" eine Nullfolge, die Reihe konvergiert so schnell wie die

geometrische Reihe Zqi (d.h. lineare Konvergenz).

i=0

A
[

Y

...1-

D= {z / |z| < R} Falls die Potenzreihe am Kreisrand konvergiert, ist die Konvergenz

dort sehr schlecht.
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Wie im reellen ist eine Potenzreihenfunktion im Komplexen im Inneren des
Konvergenzbereichs beliebig oft differenzierbar.

Satz:
Es sei fam Punkt z =0 komplex differenzierbar. Dann ist f'beliebig oft komplex
differenzierbar und analytisch, d.h. fldsst sich in eine Potenzreihe entwickeln:
© (i)
f(z2)= Zf.—'(o)zi (Taylorentwicklung)
-0 L
Die Konvergenz dieser Potenzreihe ist gleich der Entfernung des Nullpunktes zur
ndchsten Singularitét.
4 . ZI
oZ4
an
0 Ll
Z,
Z
IZS
Bsp.: Falls fauf C—{Z,,Z,,Z,,Z,,Z;} definiert ist, existiert die Taylorentwicklung
um O und R = min|Z,.| .
Man beachte: Im Reellen kann folgendes schief gehen:
e fkonnte einmal, aber nicht 6fter differenzierbar sein.
o) (i)
e fkonnte zwar C” sein, aber nicht analytisch, d.h. die Reihe Z / _'(0) x
-0 L
divergiert fiir alle x # 0 oder die Reihe konvergiert zwar, aber nicht gegen die
Funktion f(x).
e fkann auf ganz R analytisch sein, aber der Konvergenzradius kann kleiner als
o sein.
Beispiel 1:
f(x)= . => ist analytisch fiir x # —1
I+x

Berechnen den Konvergenzradius der Taylorentwicklung um x = x;,.
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1
I L e B e e
__L 0 ° I+x,+y I+x,+y
- 1+ x,
1 1 R U N T
1+x, Hi%_'_i 1+x, 1+ 2 I+x, 1+z
I+x, I+x, 1+ x,
=z
1

= . (1—Z+Z2 —23+—...) =

2 3
= ! A - - =
I+x, I+x, (1+x, 1+x,
2 3
_ 1 l_x—x0+ X=X | [ X=X .
I+x, I+x, (1+x, 1+x,

= iai(x—xo)i

i=0

L] (_ 1 ]= (-1
Col+x, | L+x, (1+x0)[+1

|i+l

R ist der kleinste Hiufungswert von { |1 + X,

tim {1+ x| ™ = tim {14+ x| lim gl xg| =[14x,]-1
i—o i—o© Lia

R:|1+x0|

Das ist genau die Entfernung zur Singularitét —1.

um -0.25 [ ... Konvergenzbereiche
um -2 |
| um 1 |
| um 0 |
- ¢ ; f
2 -1 0 ] reelle Zahlengerade

Konvergenzbereich der Taylorentwicklung um x, =-2 ist (-3,-1).
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komplexe Konvergenzbereiche

1

ist in ganz R analytisch, keine Singularitaten.

f(x)=

1+ x°

Taylorentwicklung um x, =0:
1

" 2=1—x2+x4—x6+x8—+... = R=1
+Xx
Taylorentwicklung um x, =—1:
1 1 1 1 2 1 PR | s 1 6
=———(x-1)+—(x-1) ——(x-1) +=(x—-1) ——(x—-1) +—...
:>R:\/§
Taylorentwicklung um x, =1 —R=2

Die Funktion auf der R - Zahlengerade:
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Dieselbe Funktion in C:

Konvergenzradius
Abstand zu z =i bzw. —i

z,=0 R=[i-0[=1 ()
z,=1 R:|i—1|:

IS 15

zy=-1 R=li+1|=

(*) z=Xx+iy
|Z|:\/xz+y2 :\/02+12 =1

1
1422

f(z)= Singularitit wenn
1+2°=0 & z°=-1

z=1I,—1

Folgerung:
Der Konvergenzradius von reellen Potenzreihen kann manchmal auf schnelle Art
berechnet werden, wenn man zum Komplexen tibergeht.
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10. Differenzialgleichungen

Gesucht: Funktion x: R —> R, ¢ x(¢) die eine Gleichung erfiillt in der x(¢), x'(¢) (und evtl
hohere Ableitungen) vorkommen.

Wir haben bereits geldst:
Bspl:
x'@®)=f(@) f:R >R gegebene stetige Funktion "Stammfunktion"

t
x(t)= I f(s)ds+C istdie Losung dieser Differenzialgleichung.
0

Bsp2:
x'(t) = x(¥) x(t)=¢' ist eine Losung.
Gibt es aber noch andere Losungen?

Methode des Potenzreihenansatzes

X(1)= X, +xt+xt + Xt +...
[ I
X'() = x, +2x,t +3x,8” +4x,t + ...

X, =X, X =2x,, X,=3x;, x;=4x,

X,y = hx,

X : e
oder |x,,, =—"—| rekursive Definition einer Folge.

' ES |

Die Folge (x, )i ist eindeutig bestimmt durch die Rekursion und durch x, .

Allgemeine Lsung:

X%=C, x, = =
n+1

C x C ¥ C C x, C C
‘xl=_’ xz——z—’ x3——=—=—’ x4=—=—=—

1 2 2 3 2.3 3l 314 41

¢
:xnzg’ n+l 4 - <
n! n+l  (n+1)!
t2

x()=C+—t+—t+... = C(1+F+5+ J = C.¢
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Bsp3:
x'(t)= f(x(t)) , [ stetig
"Zeitunabhédngige Differenzialgleichung"
abgekiirzte Schreibweise: x'= f(x)

Wir nehmen an, x ist bijektiv, d.h. x besitzt eine Umkehrfunktion

V:R>R, s y(s)
x(y(s))=s fiir alle s € R und
y(x(t))zt fiiralle re R

Wende darauf die Kettenregel an:
y'(x(t))-x'(t) =1

1

x'(t) =

' (x(0))
Abgekiirzte Schreibweise:
x'= ': ) - Wieder eine zeitunabhingige Differenzialgleichnug.

»'(x
1
Suche y, sodass ) = f(s)
s

Angenommen f(s)=# 0 firalle s
y'(s )—— y(s)= —dp+C

f(s) I 0 f(P)
x(¢) 1st die Umkehrfunktion von y(s)= Im dp+C
Beispiel:

x'=x (f(x)=x) (Ergebnis: x(t)=C-¢")

S 1
)= | —dp+C=Ins—Inl+C=Ins+C
g P =0
(ber 0 et definirt)
x ist die Umkehrfunktion von s+ Ins+C
Wir losen die Gleichung ¢ = In x+ C nach x auf:

t—C=Inx /e
et—C :elnx =X
P
=

-82- by veliant



Mathematik 1 (Analysis) SS2003

Lésen der allgemeinen zeitunabhdingigen Differenzialgleichung erster Ordnung

x'= f(x) (Gesucht: x(7))

dr+C

Losung ist die Umkehrfunktion von y(s) = J. !
0 S(r)

Was ist wenn f(r)=0 fir r =7,?
Falls x(¢) =r,, gilt x'(#)=0.
Die konstante Funktion x(¢) =7, ist eine Losung.

Beispiel:
x'=x

N

Die Losung ist die Umkehrfunktion von y(s) = J.LZ dr+C=

1
r=s 1

=—l+1+C:—l+C'

_r—1

-1

+C

r=1

X
1
(—C=—— /-(=1)
X
Cot=1
X
1 1
— =X, x(t)=——
C—t 0=

Losungen von x'=x".
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Differenzialgleichung die durch Trennung der Variablen gelost werden kann
x'(t)= f (x(t)) g(t)

Abgekiirzt: x'= f(x)-g(¢)

dx
—=/(x)-g@) [+ f(x)
dt
1 dx
o d g(r) /-dt | formale Umformungen mathematisch
| nicht korrekt, aber niitzlich zur Her-
I dx = g(t)-dt / .[ leitung des Losungsverfahrens
X 1 t
dx+C=[g@)di+C ()
[rtes]

Sei F(x) Stammfunktion von ! ) und G(¢) Stammfunktion von g(¢). Dann ist
X

tF (G(t)) Losung der Differenzialgleichung.
(aus (*) folgt F(x)=G(t),d.h. x=F"' (G(t)))

Beispiel:
X 1
X'=— (f(x)=x, g(f)=;)
ﬂ:i /ldl‘
dt t X
la’x:ldt
X t

Inx+C=Int+C'
Inx=Int+C, /exp

X = elnHCl — elnt .eCl =t- (/w2
-~
G

Losung ist eine Gerade durch (0,0).

Fiir jeden Punkt (to,xo) in der (xt)-Ebene gibt f(x)-g(¢) die Steigung der Tangente einer
Lasung durch (#,,x,) an.

Diese Tangentensteigungen lassen sich in einem "Richtungsfeld" der Differenzialgleichung
graphisch darstellen.
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Richtungsfeld der Gleichung x'= x
t

A
=-1 x/t=2
AN =+ / s =]
"
AN / 7/
= 3 ~ ~ - 7 -~ /_0 5
~ / -~
~ N\ Vs
| IZO | . -
P - ' o Losungskurven
/ \
-~ Vi -+ ~ ~
'S
/ T \

Jede Losungskurve hat in jedem Punkt die Steigung des Richtungsfeldes.

Beispiel:
x'= = (Steigung — steht im rechten Winkel zu i)
X X t
Richtungsfeld liegt nahe: Losungskurven bilden Kreise mit (0,0) als Mittelpunkt.
A
’ - T ~ N
/- ~ \
/ \
/ / T N \
/ \
/I 7 T N\
I \ | / L] L] :
~ + -
\ AN T / /
~ -
~ B -~
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x'= x> modelliert Bevdlkerungswachstum
x(t) ...Population zum Zeitpunkt ¢

x'(¢) ... Populationswachstum

A

2+ 0 0 000 4

- — — — — — — 0_25

[

exponentielles Wachstum?

Wie grof3 ist x(¢) zum Zeitpunkt ¢ =1 wenn x(0) =2 ist.
Problem x'=x", x(0) =2, gesucht: x(insbesondere x(1)) heiBt Anfangswertproblem

Man konnte erwarten, dass der Anfangswert eine eindeutige Losung festlegt.

] 2
x'=x
Die allgemeine Losung ist die Umkehrfunktion von

y(s)zj-izdr+C=L +l +C:_—1+C'

4 —r|._

t=——+C
t—-C=——
X
C—t=—
X
X —L allgemeine Losun
C_; g g.

Um C zu bestimmen, setze man ¢ =0 ein:

LI
Cc-0
1.,
C
c=1
2
. 1
- Losung des Anfangswertproblems ist T = x(1)
——1
2
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t=1: x(l):inz—Z (??)
T
2 2
Graph der Losungskurve:
A
2
t=1
| »
=05 '
-2 : . .
Dieser Zweig hat mit dem Anfangs-
wertproblem nichts zu tun. Eine
Losung existiert nur im Intervall

=[0,0.5[

“Kathastrophe in endlicher Zeit”

Satz von Picard/Lindelof

Essei f:R> >R, (x,7)— f(x,t) stetigin f und Lipschitz — stetig in x.
(fist Lipschitz — stetig, wenn es eine Konstante L gibt, sodass

|f(x1’t)_f(x2’t)

SL|x1 —x2|)

Dann besitzt das Anfangswertproblem x'(z) = f (x(t),t), x(0) = x, eine eindeutige

stetig differenzierbare Losung x(¢) (definiert in R).

f(x,t)=x" ist nicht Lipschitz — stetig in x.
Erklarung:

L ist das Maximum von - .

Ox
g =2x wird aber beliebig grof.
ox
Beispiel:
1
x'=x?

=)

Allgemeine Losung: x = 1

I _1

=—x? = geht gegen o falls x > 0.

ox 2
Picard/Lindelof ist nicht anwendbar.
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x(0)=0 x(1)

(0-c)

4

=0 —> ¢=0

2
Losung des Anfangswertproblems: x(¢) = % .

x(1) :% = Entstehung aus dem Nichts!
Zweite Losung:

x(t)=0

x(1)=0!

weitere Losung:

Oﬁirtél
2
x(t) = 1Y
(t_z) 1
SN2 fre>—
4 2

Def: Eine lineare Differenzialgleichung ist eine Gleichung der Form

x'+p(t)x=0 (1. Ordnung)
x"+ p()x'+q(t)x=0 (2. Ordnung)
(etc.)

Wenn x(¢) = f(¢) eine Losung ist, dann ist auch A f(¢) eine Losung.
Wenn f(¢), g(t) Losungen sind, dann ist f(¢)+ g(¢) wieder eine Losung.

Wenn x"+ p(¢)x'+q(¢)x =0 eine Differenzialgleichung 2. Ordnung ist, dann gibt es
zwel Basislosungen f(¢) und g(¢) sodass die allgemeine Losung

x(t)=C, f(t)+C,g(¢) ist, C,,C, konnen dann so bestimmt werden, dass
Anfangsbedingungen erfiillt sind, etwa x(0)=a, x'(0)=5.

Beispiel 1:
x"-x=0 x' =¢€' ist eine spezielle Losung.
x'=é
x'(t)=e"-(-1)=—¢"'
x"t)y=—(-e")=e"

e',e”’ konnen als Basislosungen verwendet werden.

Allgemeine Losung: x(¢)=C,e' +Cie™

Beispiel 2:
x"+x=0 sint,cost sind spezielle Losungen und konnen als
Basislosungen verwendet werden.
Allgemeine Losung: x(¢) = C, cost+C, sint
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Allgemeine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
x"+ax'+bx=0 a,beR

Wie findet man spezielle Losungen?

Probiere x(f)=¢"”  (rist eine Konstante, die noch zu bestimmen ist.)

x'(t)=¢€"r
x"(t)=re'r=e"r’

O=x"+ax+bx=e"r*+ae"r+be" =e" (r2 +ar+ b)

r ist die Losung der Gleichung 7> +ar+b=0.
2

a, |a
rn,=——=,—=b
227V 4
Drei Fille:
2
. % -b>0 e ,e” sind Basislosungen.

Allgemeine Losung: Ce™ +C,e™

2
o % -b<0 r,r, sind komplexe Losungen

2 2 2
n :—£+1/a——b :—£+\/—_1-1/b—a—:—g+i1/b—a—:u+iv
2 4 2 4 2 4
2
7 :—z—i1/b—a—=u+iv
2 4
——

R

u v

e, e” komplex — wertige Basislosungen

Durch geeignete Linearkombination kdnnen diese durch reelle Basislosungen ersetze

werden.

erlt — e(u+zv)t — eut+ivt — eut COS(Vf)+i€m

erzt _ e(u—lv)t _ eut—ivt _ eut Cos(vt)_l.em

1 e cos(vt) e" cos(vt

—(er" +er2t)= ( )+ ( )Ze"’ cos(vt)
2 2 2 —
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ie'" =ie" cos(vt)—e" sin(vr)

—ie” = —ie" cos(vt) —e" sin(vt)

—i i .
=—e" + 5 e =e" sin(vr)

Allgemeine Losung: C,e" cos(vt)+ C,e" sin(vt)

AWINN
VAR

"geddmpfte Schwingung"

a

= b=0
4
p=
. 4
a2 a
xn+axv+_x:0 d:_
4 2

x"+2dx'+d*x=0

Falls r* +2dr+d* =0, dannist " eine Losung r* +2dr+d* =(r+ al)2

x(t) =te™" Erste reelle Losung r=—d — x(t)=e "
1 ist auch eine Losung (Beweis sieche Ubung!)

Allgemeine Losung: x(¢) = Cie™ + C,te™™

Falls x(¢) eine Weg-Zeit-Funktion ist, ist x"+ax'+bx "oft" die Beschreibung einer
Bewegungsgleichung.

x"...Beschleunigung

ax'...Geschwindigkeit

bx ... Ort

Gleichung beschreibt eine Kraft, die auf einen Korper in Bewegung wirkt.
x"+ax'+bx = f(t) = typisches Problem der Kontrolltheorie
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Zur Losung: Laplace — Transformation

Sie ordnet jeder Funktion f:[0,00] >R, ¢— f(¢) eine Funktion
L(f)=g:D—>R, s> g(s) (D =[0,o0[) zu und erfiillt die Eigenschaften
L(Af)=2L(f)
L(f+g)=L()+L(g)
L(f)=id-L(f)— f(0) L(f")(s)=s-L(f)(s)~ f(0)
L(f")=id*-L(f)~id f(0)~ f"(0)

} Linearitéit

Anwendung bei Differenzialgleichung:

x"+x =sint

Lx)=y, s y(s)

L(x") = sy(s) —x(0) = sy(s)

L(x") = 5°y(s) = 5x(0) = x'(0) = 57 y(s)

Losen des Anfangswertproblems:
x(0)=x'0)=0

L (x"+ x) = y(s)+ 5" y(s)

y(s)+s°y(s) = (s +1)y(s) L(smt)

1
st +1

s7+1

y(s)=

x(¢) ist jetzt die Riicktransformierte Von

_\_/\/\/\A
\/\/V\/

t 1.
> COSt——sint.
2 2

A J
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